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1.1. Imagen MEB de un punto cuántico deﬁnido por cinco compuertas me-
tálicas (color amarillo) fabricadas sobre una heteroestructura de GaAs
/AlGaAs en cuya interfaz reside un gas de electrones bidimensional (co-
lor rojo). El punto cuántico está en el centro de la ﬁgura, y en cada
extremo vive un mar de Fermi o gas de electrones conectado eléctrica-
mente al punto cuántico (contactos derecho e izquierdo). Figura tomada
de la Ref. [1]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Esquema del efecto de bloqueo de Coulomb a temperaturas mayores al
acoplamiento entre el PC y los contactos y menores al espaciamiento
entre niveles. La conductancia G es alta para voltajes (por ejemplo Vg1
en la ﬁgura) donde un nivel del punto cuántico coincide con el nivel de
Fermi de los contactos. Para otros voltajes, la conductancia es suprimida
por la falta de densidad de estados en el punto cuántico. En la ﬁgura el
pico de la izquierda corresponde a un nivel con un solo electrón, y el de
la derecha al doblemente ocupado el cual tiene que pagar la energía de
interacción U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3. a) Densidad espectral de un punto cuántico. Se evidencian dos picos
de Coulomb en εd y εd + U ensanchados una cantidad ∆ debido a la
hibridación con el gas de Fermi, y un pico resonante de Kondo en el
nivel de Fermi producido por la alta correlación entre los electrones del
gas de Fermi y un electrón en el punto cuántico. b) Dependencia de la
conductancia G con la temperatura T . Por debajo de una temperatura
TK la conductancia es alta en el régimen de bloqueo de Coulomb, debido
al nivel resonante de Kondo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.4. Esquema de la formación de un trión y un exitón por absorción de un
fotón polarizado circularmente a la derecha de espín Lzf = 1. Aquí εe
es la energía del nivel de conducción, εv es la energía del nivel superior
de valencia (proyección del momento angular total ±3/2), Uee es el po-
tencial repulsivo entre dos electrones en el nivel de conducción, Ueh es
el potencial atractivo entre los electrones del nivel de conducción y un
hueco en el nivel superior de valencia, y ε′e = εe − Ueh. a) Formación de
un trión. b) Formación de un excitón. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5. Pasos iniciales del método NRG para una impureza de Anderson (círcu-
lo lleno) acoplada a una banda de conducción continua por medio de la
función de hibridación ∆(ω). a) se introduce una discretización logarít-
mica en la banda de conducción a través del parámetro de discretización
Λ. b) El espectro continuo para cada intervalo, es aproximado con un
solo nivel. c) Se mapea el espectro discreto en una cadena semi-inﬁnita
con la impureza acoplada con el primer sitio por medio del acoplamien-
to túnel V . Los parámetros de energía de sitio εn y el acoplamiento
entre sitios vecinos tn son calculados en el mapeo usando un método de
tridiagonalización. La ﬁgura fue tomada de la referencia [1]. . . . . . . 12
1.6. Susceptibilidad magnética o momento magnético al cuadrado en función
de la temperatura para el modelo de Anderson. Se presentan tres zonas,
la zona A que evidencia el punto ﬁjo de OL, la zona B evidencia el
punto ﬁjo de ML y la zona C evidencia el punto ﬁjo de AF. La línea
entrecortada es un curva de susceptibilidad universal, y la ﬂecha marca
la temperatura de Kondo. Esta ﬁgura fue sacada de la referencia [2]. . . 14
2.1. Representación esquemática del dispositivo de doble puntos cuánticos
acoplados lateralmente. El PC a está acoplado a los electrodos metálicos
izquierdo (I) y derecho (D). Los orbitales del PC b están acoplados al
PC a a través de una barrera túnel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.2. A) Imagen MEB del dispositivo. Los PCs están marcados con un color
celeste. El acoplamiento túnel entre PCs se controla por medio de las
compuertas amarillas. Todos los contactos ohmicos están al mismo po-
tencial (V0) a excepción del conductor superior del PC pequeño donde se
aplica un voltaje de polarización Vbias. Las energías y las ocupaciones de
cada PC se cambian a través de las compuertas verdes al aplicarles un
voltaje de compuerta Vgd para el PC pequeño y VgD para el PC grande.
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se encuentra un patrón de conductancia compleja. Figura sacada de los
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Resumen
En esta tesis se analizan las propiedades ópticas y de transporte de dispositivos de
puntos cuánticos, donde las interacciones generan regímenes altamente correlaciona-
dos y fenómenos de muchos cuerpos. En esta tesis se presentan resultados obtenidos
utilizando principalmente el grupo de renormalización numérica de Wilson, comple-
mentado con técnicas analíticas basadas en la teoría de líquidos de Fermi, bosones
esclavos y cálculos variacionales. Con estas herramientas se exploran sistemas de arre-
glos de puntos cuánticos acoplados entre ellos y a conductores que proporcionan una
rica variedad de fenómenos físicos tales como el efecto Kondo regular, sub-apantallado
y ferromagnético. Estos podrían ser utilizados en aplicaciones que hagan uso de sus
propiedades dinámicas, de transporte, termoeléctricas y termomagnéticas, gracias a la
gran sensibilidad que tienen a campos eléctricos y magnéticos. Esta alta sensibilidad
provee grandes valores en el poder termoeléctrico de carga y de espín, donde este último
conlleva corrientes de polarización de espín, útil en aplicaciones de espintrónica. Por
otro lado, analizamos resultados experimentales de fotoluminiscencia en el decaimiento
de un trión y de excitones de diferentes cargas en un punto cuántico, en la que efectos
de muchos cuerpos dan lugar a fenómenos como la catástrofe de ortogonalidad de An-
derson, efectos de ensanchamiento en la intensidad en el espectro de fotoluminiscencia,
corrimiento de las líneas de intensidad hacia el rojo o azul dependiendo del régimen de
excitación.




In this thesis, we analyze the optical and transport properties of quantum dots devices,
where the interaction generates highly correlated regimes and many-body phenomena.
In this thesis, we use Wilson's numerical renormalization group complemented by an-
alytical techniques based on Fermi liquid theory, slave bosons and variational calcula-
tions. With those tools, we explore systems of quantum dot arrays coupled between
themselves and to conductors which provide a rich variety of physical phenomena such
as the regular, underscreened and ferromagnetic Kondo eﬀects. Those systems could
be used in applications that utilize their dynamics, transport, thermoelectric, and
thermomagnetic properties, owing to the great sensitivity that they have to electric
and magnetic ﬁelds. This great sensitivity provides large values in the charge and spin
thermopower, the latter leading to spin polarization currents, useful in spintronic appli-
cations. On the other hand, we analyze experimental results of the photoluminescence
in the trion and exciton decays of diﬀerent charges of a quantum dot, where many body
eﬀects lead to phenomena such as the Anderson's orthogonality catastrophe, eﬀects of
widening on the intensity of the photoluminescence spectrum, and red and blue shift
of intensity lines depending on the excitation regime.





En esta tesis analizamos sistemas de puntos cuánticos (PCs) conectados a un gas de
electrones libres donde, dependiendo de la conﬁguración de estos, obtenemos regímenes
altamente correlacionados tales como el efecto Kondo, el efecto Kondo subapantallado
y el ferromagnético, e incluso procesos que presentan un enfriamiento cuántico cuando
las excitaciones se relajan repentinamente emitiendo energía.
En las siguientes secciones presentaremos los sistemas y métodos así como los con-
ceptos y deﬁniciones necesarios para comprender los resultados de esta tesis.








Figura 1.1: Imagen MEB de un punto cuántico deﬁnido por cinco compuertas metálicas (color
amarillo) fabricadas sobre una heteroestructura de GaAs /AlGaAs en cuya interfaz reside un
gas de electrones bidimensional (color rojo). El punto cuántico está en el centro de la ﬁgura, y
en cada extremo vive un mar de Fermi o gas de electrones conectado eléctricamente al punto









Figura 1.2: Esquema del efecto de bloqueo de Coulomb a temperaturas mayores al acopla-
miento entre el PC y los contactos y menores al espaciamiento entre niveles. La conductancia G
es alta para voltajes (por ejemplo Vg1 en la ﬁgura) donde un nivel del punto cuántico coincide
con el nivel de Fermi de los contactos. Para otros voltajes, la conductancia es suprimida por la
falta de densidad de estados en el punto cuántico. En la ﬁgura el pico de la izquierda corresponde
a un nivel con un solo electrón, y el de la derecha al doblemente ocupado el cual tiene que pagar
la energía de interacción U .
Un PC es un sistema de baja dimensionalidad que conﬁna el movimiento de los
electrones en sus tres direcciones espaciales. Estos dispositivos tienen propiedades físicas
muy interesantes cuando las dimensiones del mismo son comparables a la longitud de
onda de los electrones. En este régimen el sistema puede ser modelado como un conjunto
de electrones conﬁnados en una caja donde la solución consiste de un espectro de
energía discreto, en el cual, el espaciamiento entre niveles de energía, para un sistema
no interactuante, crece con el inverso del cuadrado del tamaño característico. Cuando
estas dimensiones son mucho más grandes que la longitud de onda de los electrones,
el espaciamiento entre niveles es despreciable y el espectro se convierte en un continuo
de energía. En un caso más realista, el conﬁnamiento de los electrones hace que las
interacciones coulombianas sean importantes, en cuyo caso el espaciamiento entre un
nivel doblemente ocupado y el ocupado con un solo electrón puede ser del orden de la
energía de interacción coulombiana entre dos electrones.
Debido al comportamiento discreto del espectro de energía de los PCs y su seme-
janza con átomos reales, éstos han sido llamados átomos artiﬁciales [6, 7], sólo que
los PCs son más versátiles en el sentido de que permiten variar su tamaño (y así su
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espectro de energía), su carga, su acoplamiento con algún conductor, etc. Una forma
de conﬁnar electrones es aplicando campos eléctricos por medio de electrodos en una
región de un gas de electrones bidimensional (GEB) , como se ve en la imagen de mi-
croscopía electrónica de barrido (MEB) de la ﬁgura 1.1, donde el GEB es formado en
la interfaz de una heteroestructura de GaAs y AlGaAs [8]; los electrodos que conﬁnan
los electrones están de color amarillo, y el GEB está marcado de color rojo, donde en
el centro se puede observar el PC. Los electrones de los contactos izquierdo y derecho
pueden entrar y salir del PC por efecto túnel. Este acoplamiento entre el PC y los con-
tactos se puede variar por medio de los electrodos externos debajo del PC (ver ﬁgura
1.1), y además se puede variar la ocupación del PC aplicando un voltaje de compuerta
(Vg) en el electrodo central. Por ejemplo: un voltaje positivo hace que la energía de los
niveles del PC disminuya respecto al nivel de Fermi de los contactos, y así para ciertos
voltajes, que haya transferencia de carga desde los contactos al PC (debido al equili-
brio electrostático entre los contactos y el PC); y para voltajes negativos, la energía
de los niveles del PC aumenta, permitiendo la transferencia de carga desde el PC a los
contactos para ciertos voltajes. En estos procesos de transferencia de carga inﬂuye el
tal llamado bloqueo de Coulomb [9], donde la transferencia de carga es suprimida para
voltajes donde el sistema no alcanza a pagar el precio de la interacción coulombiana
U para estar doblemente ocupado. En la ﬁgura 1.2 se presenta una forma esquemática
para comprender este efecto a temperaturas mayores al acoplamiento entre el PC y los
contactos, y menores al espaciamiento entre niveles, donde sólo para algunos voltajes
(por ejemplo Vg1 en la ﬁgura 1.2 que corresponde a un nivel con un solo electrón) los
niveles discretos de energía coinciden con el nivel de Fermi de los contactos haciendo
una especie de puente entre ellos. Esto permite el paso de electrones desde un contacto
al otro (en presencia de un voltaje de polarización aplicado a los contactos), y así la
conductancia (G) es máxima. Si aumentamos el voltaje Vg, (Vg2 en la ﬁgura 1.2) el PC
queda cargado con un electrón de más, y la conductancia va a cero, ya que en el PC
no hay estados disponibles que permitan la transferencia de carga, que para el caso de
la ﬁgura está bloqueada por la repulsión de Coulomb U .
En los capítulos 2, 3 y 4 trabajamos con este tipo de PCs en gases bidimensionales,
mientras que en el capítulo 5 con PCs construidos a partir de semiconductores tipo III-V
de la tabla periódica. La banda de conducción de estos semiconductores en bloque está
formada por orbitales tipo s, y su banda de valencia está formada por orbitales tipo p.
Debido a la fuerte interacción espín órbita, el momento angular orbital y el espín no son
buenos números cuánticos por separado, así que los cristales de estos semiconductores
deben ser clasiﬁcados por el momento angular total L y su proyección Lz en el eje de
cuantización z. Para los semiconductores tipo III-V, la banda de valencia superior tiene
momento angular total L = 3/2, y sus proyecciones Lz = ±3/2 y Lz = ±1/2 están
degeneradas en k = 0. Los PCs semiconductores son construidos generalmente por la
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técnica de crecimiento epitaxial de haces moleculares, por ejemplo, el crecimiento de
una capa de InAs sobre un sustrato de GaAs, hace que se formen islas de InAs sobre
el sustrato debido a la tensión superﬁcial entre los dos semiconductores [10, 11]. Estas
islas actúan como PCs, y la densidad de PCs sobre el sustrato y el tamaño de cada uno
ellos se puede controlar variando los parámetros de crecimiento tales como el espesor
de la capa de InAs y la velocidad de crecimiento [12]. Debido a la dimensión de los PCs
y la tensión en su estructura, se rompe la degeneranción en k = 0 de las proyecciones
Lz, dejando una sub-banda de huecos pesados de Lz = ±3/2 y otra de huecos livianos
de Lz = ±1/2 (la sub-banda Lz = ±1/2 tiene menor energía que Lz = ±3/2).
Un PC semiconductor se puede comportar de manera efectiva como una impureza
magnética cuando el nivel de valencia está completamente lleno y hay un electrón en
el nivel de conducción, o cuando un PC en GEB es cargado con un número impar de
electrones, ya que todos los electrones estarían compensados en espín a excepción de
uno. De esta forma el PC tendría un momento magnético total de espín de 1/2, el
cual, se ha utilizado en experimentos de fotoemisión [5, 13] y de transporte electrónico
[14, 15] donde se visualiza la física de Kondo.
1.2. Efecto Kondo
En metales corrientes, el aporte más relevante a la resistividad a temperatura ﬁnita
está dado por la interacción electrón fonón, y su dependencia en temperatura va como
αT 5, donde α es una constante, y así la resistividad decrece rápidamente bajando T
hasta mantener un valor ﬁjo en T = 0 debido a las impurezas y defectos del metal.
Cuando estos metales son dopados con impurezas magnéticas tales como elementos
de transición 3d o tierras raras 4f o PCs, aparecen contribuciones anómalas en la
resistividad que dan lugar a la presencia de un mínimo a una cierta temperatura [16].
Esta anomalía fue la piedra en el zapato para los físicos durante años hasta que en 1964,
Kondo dio una explicación razonable a la aparición de este mínimo [17]. Él se baso en
un modelo donde se supone la existencia de un momento magnético local asociado a un
espín S que está acoplado a los electrones de conducción por medio de una interacción
de intercambio J ,
HK = JS · s, (1.1)
donde s es la densidad de espín de los electrones de conducción en la posición del
momento magnético. Usando teoría de perturbaciones a tercer orden en J , Kondo
demostró que esta interacción conduce a una dispersión singular de los electrones de
conducción cerca al nivel de Fermi y a una contribución de un lnT en la resistividad.
Así la dependencia de la resistividad con la temperatura es
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R(T ) = αT 5 + cimp (R0 −R1 ln (kBT/D)) , (1.2)
donde R1 es una constante, cimp es la concentración de impurezas, R0 es la resistencia
debido a la dispersión por una impureza y D es el semiancho de banda de los electrones
de conducción. El primer término en 1.2 es la contribución de los fonones, el primer
término del paréntesis es la contribución de las impurezas, y el segundo término del
paréntesis es la contribución de tercer orden de la dispersión del espín de los electrones
de conducción con el momento local. La ecuación 1.2 presenta un mínimo en el caso en
que la interacción sea antiferromagnética. Esta teoría, claramente no es válida cuando
T → 0 ya que diverge. Se pensó que al hacer perturbaciones a todo orden se podría
obtener buenos resultados para temperaturas más bajas, pero se encontró que a una
cierta temperatura, la teoría divergía. A esta temperatura se le llamó temperatura de




donde ρ es la densidad local de estados de los electrones en el nivel de fermi de la
banda de conducción del metal. Lo anterior sugiere que el problema requiere métodos
no perturbativos para obtener soluciones a T ≥ 0.
1.3. Modelo de Anderson y efecto Kondo en puntos
cuánticos
Consideremos una impureza magnética con algún orbital d no completo y con ocupa-
ción impar, sumergida en un conductor; entonces un modelo simpliﬁcado que gobierna


















donde d†σ (dσ) construye (destruye) un electrón en el orbital d de la impureza, nˆσ = d
†
σdσ
es el operador número del electrón de la impureza, c†kσ (ckσ) construye (destruye) un
electrón en la banda de conducción del metal, y σ es la proyección de espín a lo largo
del eje zˆ. El primer término de la ecuación 1.4 da la energía εd del electrón en el orbital
d. El segundo término es la energía repulsiva U entre dos electrones en el mismo orbital.
El tercer término describe el solapamiento o acoplamiento túnel Vk entre los electrones
de la impureza y la banda de conducción del metal. El último término describe la banda
1El hamiltoniano de Anderson es un modelo bastante simpliﬁcado de un solo nivel que describe
cualitativamente impurezas con niveles degenerados con una ocupación total impar.
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de energía de los electrones de conducción en el metal. En el régimen de parámetros
donde εd + U  εF , εd  εF con |εd + U − εF |, |εF − εd|  ∆ (∆ es la hibridación
y es igual a piρV 2, donde ρ es la densidad de estados del metal y se ha despreciado la
dependencia de Vk con la energía), una teoría de perturbaciones a segundo orden en Vk,
conduce el modelo de Anderson a un hamiltoniano de Kondo (ver la ecuación 1.1), más
un potencial de dispersión [19]. La interacción de intercambio es antiferromagnética, y
en términos de los parámetros de la ecuación 1.4 es










Figura 1.3: a) Densidad espectral de un punto cuántico. Se evidencian dos picos de Coulomb
en εd y εd+U ensanchados una cantidad ∆ debido a la hibridación con el gas de Fermi, y un pico
resonante de Kondo en el nivel de Fermi producido por la alta correlación entre los electrones
del gas de Fermi y un electrón en el punto cuántico. b) Dependencia de la conductancia G con
la temperatura T . Por debajo de una temperatura TK la conductancia es alta en el régimen de
bloqueo de Coulomb, debido al nivel resonante de Kondo.
En el régimen donde εd−εF  ∆ el nivel d no tiene electrones, y en εF−εd−U  ∆
el nivel está doblemente ocupado. Por otro lado cuando |εd +U − εF |, |εF − εd|  ∆ el
sistema se encuentra en un régimen de valencia intermedia, donde las ﬂutuaciones de
carga son importantes. En términos de la densidad espectral (ver ﬁgura 1.3), lo anterior
se reﬂeja en un ensanchamiento del orden de ∆ de los niveles εd − εF y εd + U − εF ,
y un pico en el nivel de Fermi comúnmente llamado resonancia de Abrikosov-Suhl o
resonancia de Kondo. Esta resonancia tiene un ancho del orden de kBTK y se comporta
como si el sistema estuviera conformado por cuasipartículas de líquido de Fermi a bajas
energías [19, 20]. La autoenergía es una función cuadrática en la frecuencia a bajas
energías (típico de un líquido de Fermi), y usando este resultado se puede estimar la
densidad espectral [19, 20]
Aσ(ω) ' Aσ(εF )− cω2, (1.6)
donde Aσ(εF ) toma el valor de 1/pi∆ cuando hay simetría electrón-hueco, y c es una
constante. Estas cuasipartículas viven en un ancho de banda del orden del ancho de la
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resonancia Kondo (∼ kBTK).
Como ya se mencionó antes, un PC se puede comportar como una impureza mag-
nética, y su hamiltoniano, para PCs suﬁcientemente pequeños como para considerar un
solo nivel relevante, es descrito por el hamiltoniano de Anderson, ecuación 1.4. También
como ya se mencionó, la conductancia en los valles de ocupación impar de bloqueo de
Coulomb es cero a temperaturas mayores que TK , pero a temperaturas menores a TK ,
el efecto Kondo surge y el pico de resonante de Kondo aparece en el nivel de Fermi
en la densidad espectral, dando así una máxima conductancia dentro del régimen de
bloqueo de Coulomb (ver ﬁgura 1.3).
1.4. Efecto Kondo subapantallado y ferromagnético
En los capítulos 3 y 4 trabajamos con dispositivos que comprenden un arreglo de
PCs acoplados entre ellos, que conectados a un conductor pueden presentar regímenes
donde se presenta la física de Kondo regular (efecto Kondo convencional), el Kondo
subapantallado y el ferromagnético. El efecto Kondo subapantallado (EKS) y el fe-
rromagnético (EKF) son ejemplos de regímenes que se comportan como líquidos de
Fermi singular (LFS) [21, 22], donde sus propiedades dinámicas, termodinámicas y de
transporte presentan correcciones logarítmicas a baja energía.
El EKS se presenta, por ejemplo, en impurezas magnéticas de momento angular de
espín mayor a 1/2 acoplado a un solo canal de espín 1/2 de electrones de conducción.
Este canal sólo apantalla 1/2 del espín total del sistema 2, dejando un momento residual
que, de forma efectiva, se acopla ferromagnéticamente al canal de conducción. Esto
proporciona propiedades de LFS. Experimentalmente se puede pensar en un sistema
de dos niveles con un electrón en cada nivel, donde a su vez están acoplados a un
conductor [23]. Estos dos electrones tienen un acoplamiento ferromagnético (debido al
intercambio de Hund) que favorece el estado de espín 1.
El EKF se presenta en todo sistema de impureza magnética de cualquier magnitud
en el momento angular de espín, acoplado de forma ferromagnética a un conductor
[24]. Aún no hay experimentos que presenten el EKF pero hay modelos teóricos que
indican que para ciertas conﬁguraciones topológicas de PCs se podría obtener experi-
mentalmente el EKF [2528]. Tanto para el espín del EKF como para el espín residual
de EKS, bajo una escala de energía se desacopla del conductor de la siguiente forma
[24]
J˜(ω) ∝ 1/ ln(ω/T0), (1.7)
donde T0 es una escala de energía [24]. La forma logarítmica de este desacople, hace
que estos sistemas se comporten como LFS.
2Esto es debido a que los electrones de los conductores tiene un solo canal de espín 1/2.
8 Introducción
1.5. Ecuaciones de transporte en puntos cuánticos
En el capítulo 2 presentamos cálculos de la conductancia, mientras que en el 4,
además de la conductancia, analizamos otras propiedades como los son el coeﬁciente
Seebeck de carga y de espín, por el cual en esta sección se deﬁnen estos coeﬁcientes de
transporte.
Consideremos un sistema como el de la ﬁgura 1.1 donde se le aplica un pequeño
voltaje de polarización ∆V = VI − VD y una diferencia de temperatura ∆T entre los
contactos izquierdo y derecho. Entonces la corriente de carga en el régimen de respuesta
lineal está dada por [29]
Ic = G∆V +GSc ∆T, (1.8)
donde G es la conductancia y Sc es el coeﬁciente Seebeck de carga, deﬁnido como la
capacidad de un sistema de convertir temperatura en voltaje cuando la corriente de
carga es nula. Usando el formalismo de funciones de Green fuera del equilibrio, estas







kBT I0 , (1.10)
con In =
∑








Tσ(ω) dω son las llamadas integrales de
transporte. Aquí la cantidad Tσ(ω) describe el amiento de los electrones de espín σ a
través de la juntura y está dada por Tσ(ω) = 4∆I∆D∆I+∆DAσ(ω) donde Aσ(ω) es la densidad
espectral del PC. En la expresión de arriba ∆α = piραV 2α es la hibridación entre el PC
y el conductor α (α = I es el conductor izquierdo, y α = D es el conductor derecho),
ρα es la densidad de estados por espín de los electrones en el nivel de Fermi y f(ω) es
la función de Fermi.
En presencia de un campo magnético, se rompe la simetría de espín y se puede
deﬁnir la contribución a la corriente de carga de los electrones de espín σ como
Iσ = Gσ∆V +GσSσ ∆T, (1.11)






Cuando Ic = 0, de la ecuación 1.8, aparece un voltaje en la juntura debido al gra-
diente de la temperatura, con coeﬁciente Seebeck de carga dado por Sc =
∑
σ(Gσ/G)Sσ.
Al reemplazar este voltaje en la ecuación 1.11, y deﬁniendo la corriente de espín como
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Is = I↑ − I↓ se obtiene que la corriente de espín es
Is = (S↑ − S↓) ∆T|e|∑σ G−1σ . (1.13)
Aquí podemos deﬁnir el coeﬁciente Seebeck de espín
Ss = S↑ − S↓, (1.14)
como la capacidad de convertir una diferencia de temperatura en corriente de espín.
La ley de WiedemannFranz dice que la razón de la conductividad térmica Ke (en
términos de integrales de transporte, Ke = (I2−I21/I0)/T ) y la conductividad eléctrica
de un metal, es proporcional a la temperatura. La constante de proporcionalidad es
llamada el número de Lorenz, y toma el valor de pi2k2B/3e
2 para sistemas que son
líquidos de Fermi. Esta cantidad para T > 0, como veremos en el capítulo 4, diﬁere
de este valor para un líquido de Fermi singular en ausencia de un campo magnético
externo.








Estado inicial Estado final: trión
Estado inicial Estado final: excitón
Figura 1.4: Esquema de la formación de un trión y un exitón por absorción de un fotón pola-
rizado circularmente a la derecha de espín Lzf = 1. Aquí εe es la energía del nivel de conducción,
εv es la energía del nivel superior de valencia (proyección del momento angular total ±3/2),
Uee es el potencial repulsivo entre dos electrones en el nivel de conducción, Ueh es el potencial
atractivo entre los electrones del nivel de conducción y un hueco en el nivel superior de valencia,
y ε′e = εe − Ueh. a) Formación de un trión. b) Formación de un excitón.
En PCs semiconductores se pueden presentar estados excitados como lo son el trión
y el excitón además de otras excitaciones que no serán tratadas en esta tesis. Tanto
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el trión como el excitón se caracterizan por tener una interacción atractiva entre los
electrones de conducción y un hueco en el nivel superior de valencia; en el caso del
trión hay dos electrones en el nivel de conducción, mientras que el excitón tiene sólo
un electrón. De este modo el trión está cargado negativamente, y el excitón es neutro.
La ﬁgura 1.4 muestra, de forma esquemática, la formación de un excitón y un de trión
por medio de la absorción de un fotón externo polarizado circularmente a la derecha
(proyección de espín Lzf = 1), el cual traslada un electrón del nivel de valencia con espín
−3/2 al de conducción con espín Lze = −1/2 dejando atrás un hueco pesado de espín






h se conserva la proyección de momento angular
total antes y después de la absorción del fotón. Que la excitación sea un excitón o un
trión depende del estado inicial del PC; por ejemplo, ﬁjando un potencial de compuerta
de tal forma que el estado inicial del PC sea como el de la ﬁgura 1.4a) (donde los
niveles de valencia están completamente llenos y hay un electrón en la de conducción),
la absorción de un fotón puede dar como resultado un trión en el PC, mientras que si
se ﬁja el potencial de compuerta de tal manera que el estado inicial sea como el de la
ﬁgura 1.4b) (donde hay cero electrones en el nivel de conducción), la absorción de un
fotón puede producir un excitón en el PC. Como se ve en la ﬁgura, la energía del nivel
electrónico de conducción (εe) es diferente antes y después de la absorción, debido
a la presencia del hueco en el estado excitado. Para el trión, si bien dos electrones
en el nivel de conducción tienen que pagar la energía de repulsión coulombiana (Uee)
entre ellos, ésta se ve disminuida por la energía ganada de los electrones debido a la
atracción coulombiana (Ueh) entre los electrones y el hueco. En el caso de un solo
electrón en el nivel de conducción como en el excitón, sólo interviene la energía ganada
por la atracción del electrón en el nivel de conducción y el hueco. En el capítulo 5 se
estudiará el proceso inverso, o sea, la fotoluminiscencia producida por el PC cuando
un estado excitado (sea un trión o un excitón) se recombina con el hueco del nivel de
valencia. Este proceso trae consigo física muy interesante como lo es el efecto Kondo,
ganancia de energía debido a la hibridación con el mar de Fermi, y la catástrofe de
ortogonalidad de Anderson debido al cambio abrupto del estado del PC antes y después
de la emisión de un fotón.
1.7. Catástrofe de ortogonalidad de Anderson
En 1967, Anderson probó que el estado base de un sistema de N fermiones no inter-
actuantes es ortogonal al estado base del mismo sistema en presencia de un potencial de
dispersión de rango ﬁnito, en el límite de N →∞ [32]. Esto signiﬁca que la respuesta
al aplicar tal potencial involucra solamente estados exitados dentro del continuo, y que
ciertos procesos en los gases de Fermi podrían ser bloqueados por la ortogonalidad a
baja energía. Más tarde en 1969, Nozieres estudió la singularidad que se producía en
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la intensidad en la emisión o absorción de rayos X en metales [33]. Cuando un metal
absorbe un rayo X, se emite un electrón cerca del núcleo dejando un hueco profundo
de carga positiva por lo que los electrones van a tratar de apantallarlo. Este cambio
repentino de estado hace que el estado base inicial y ﬁnal sean ortogonales produciendo
la catástrofe de ortogonalidad de Anderson. La forma de línea que sigue el espectro
de intensidad sigue una ley de potencias de la forma 1/ωα, donde ω es la frecuencia
medida desde el máximo de intensidad, y α es un exponente que depende de varias fases
δl las cuales describen la dispersión de los electrones a causa del potencial del hueco
profundo. Experimentalmente en el espectro de emisión para ciertos metales como en
el Al, Mg y Na tienen una discontinuidad divergente en el umbral de intensidad, para
la cual se les asocia un exponente positivo, mientras que para otros metales como el
Cu, la amplitud de la discontinuidad es exponencialmente pequeña por lo que se le
asocia un exponente negativo. En el capítulo 5, veremos que se obtiene física como la
anteriormente dicha en la fotoluminiscencia de un PC y que, además, bajo la presencia
de un campo magnético externo, se pueden obtener exponentes positivos o negativos
dependiendo de la proyección del espín a la largo del campo magnético.
1.8. Grupo de renormalización numérica y su imple-
mentación
Como método alternativo para solucionar el problema de Kondo de forma no pertur-
bativa, Wilson desarrolló el grupo de renormalización numérica (NRG, siglas en inglés
de numerical renormalization group) en 1975 [34], que le permitió ir en una cierta
secuencia de pasos de grupo de renormalización desde altas energías (como el ancho
de banda) hasta bajas energías (como la temperatura de Kondo). Él tomó el modelo
de Kondo (Ecu. 1.1) e hizo una discretización logarítmica de la banda de conducción
en intervalos [Λ−(n+1)D,Λ−nD] y [−Λ−nD,−Λ−(n+1)D], donde Λ > 1 es el parámetro
de discretización de NRG. Después de hacer una secuencia de transformaciones, y por
medio de un procedimiento de tridiagonalización estándar, mapeó el modelo discreto a
una cadena semi-inﬁnita donde el primer sitio representa el espín de la impureza (ver
ﬁgura 1.5). Esta cadena se diagonaliza iterativamente, comenzando desde el sitio de la
impureza y adicionando sucesivamente grados de libertad a la cadena. Con este método,
el espacio de Hilbert crece de forma exponencial, el cual se debe truncar manteniendo
una cierta fracción de los estados de más baja energía. Debido a la discretización, el
acoplamiento entre sitios decae de forma exponencial como tn ∝ Λ−n/2 (n = 0, 1, 2, ...)
cuanto más se aleja de la impureza. Después del desarrollo de Wilson, el método de
NRG ha sido generalizado y aplicado a muchos problemas de impureza cuántica como
la extensión al modelo de impureza de Anderson [2], el modelo de Kondo de dos canales
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Figura 1.5: Pasos iniciales del método NRG para una impureza de Anderson (círculo lleno)
acoplada a una banda de conducción continua por medio de la función de hibridación ∆(ω). a)
se introduce una discretización logarítmica en la banda de conducción a través del parámetro de
discretización Λ. b) El espectro continuo para cada intervalo, es aproximado con un solo nivel. c)
Se mapea el espectro discreto en una cadena semi-inﬁnita con la impureza acoplada con el primer
sitio por medio del acoplamiento túnel V . Los parámetros de energía de sitio εn y el acoplamiento
entre sitios vecinos tn son calculados en el mapeo usando un método de tridiagonalización. La
ﬁgura fue tomada de la referencia [1].
[35] y otros (ver introducción de la referencia [1]).
Para un modelo de Anderson con el acoplamiento túnel entre la impureza y el metal
independiente de la energía Vk = V y D = 1, el hamiltoniano después del mapeo a una
cadena es















donde Himp contiene la energía del nivel electrónico de la impureza, y la repulsión de
Coulomb entre dos electrones en este nivel. c†nσ (cnσ) crea (destruye) un electrón sobre
el sitio n. Los parámetros de la cadena son la energía de sitio εn y el acoplamiento
entre sitios tn. Este hamiltoniano se puede ver como una serie de hamiltonianos HN


























Aquí el factor de Λ(N−1)/2 ha sido escogido de tal manera que cancele la dependencia
en N de tN−1, así se evitan errores de precisión numérica en la implementación en
algún código computacional, ya que tn tal como está, obtiene valores exponencialmente
pequeños con el incremento de n. La ecuación 1.17 se puede expresar en términos de


























La relación de recurrencia de la ecuación 1.18 se puede entender en términos de una
transformación de grupo de renormalización R tal que
HN+1 = R(HN), (1.20)
donde se obtiene un nuevo hamiltoniano HN+1 a partir de otro HN . En este proceso ite-
rativo, las autoenergías de HN se renormalizan. Cuando se diagonaliza el hamiltoniano
de la ecuación 1.18 para una longitud N de la cadena, la separación de los niveles más
bajos de energía son del orden de 1 debido al reescaleo Λ(N−1)/2. Entonces para alguna
temperatura T , los estados asociados a los autovalores E(N)l − E(N)0  Λ(N−1)/2kBT
(E(N)0 es la energía del estado base) no van a contribuir signiﬁcativamente al cálculo de
las propiedades termodinámicas, ya que son exponencialmente suprimidos por el factor
de Boltzman. De lo anterior se puede deﬁnir una escala de energía para el hamiltoniano
HN como la temperatura crítica kBTN ∼ Λ−(N−1)/2 para una cadena de longitud N , en
la cual se separan los autoestados con energías relevantes para el cálculo de propieda-
des termodinámicas de los que no. Con esto también se puede formar un criterio para
desechar estados en la diagonalización de HN , que consiste en eliminar todos aquellos
estados que tienen energías mucho mayores a la escala de energía. De esta forma se
trunca el espacio de Hilbert y se evita su crecimiento exponencial.
Un punto ﬁjo ocurre cuando las autoenergías no cambian (o no se renormalizan)
a medida que se va aumentando la longitud de la cadena. Para el caso del modelo
de Kondo existen dos puntos ﬁjos, uno para cuando N es chico donde J → 0 (punto
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Figura 1.6: Susceptibilidad magnética o momento magnético al cuadrado en función de la
temperatura para el modelo de Anderson. Se presentan tres zonas, la zona A que evidencia
el punto ﬁjo de OL, la zona B evidencia el punto ﬁjo de ML y la zona C evidencia el punto
ﬁjo de AF. La línea entrecortada es un curva de susceptibilidad universal, y la ﬂecha marca la
temperatura de Kondo. Esta ﬁgura fue sacada de la referencia [2].
ﬁjo de orbital libre, OL) y otro para cuando N es grande donde J → ∞ (punto ﬁjo
de acoplamiento fuerte, AF). El punto ﬁjo AF evidencia el límite de Kondo donde
la impureza tiene un acoplamiento fuerte con el primer sitio de la cadena formando
un estado singlete fuerte (en este caso entiéndase el estado singlete como un estado
altamente correlacionado de espín total igual a cero), y se desacopla del resto de los
sitios de la cadena, y en términos físicos, los electrones de la banda de conducción de
espín 1/2 apantallan el espín de la impureza formando este estado singlete altamente
correlacionado. Para el modelo de Anderson, existen tres puntos ﬁjos: uno para cuando
N es chico donde V → 0 (punto ﬁjo OL), otro para N intermedios donde se forma
el punto ﬁjo de momento magnético local, ML, y el último para cuando N es grande
donde V → ∞ (punto ﬁjo AF). Estos puntos ﬁjos se visualizan mejor en un cálculo
de la susceptibilidad magnética multiplicada por la temperatura. La susceptibilidad
magnética χ se puede calcular incluyendo un término de acoplamiento de la forma
HB = µ ·B (1.21)
entre el momento magnético µ de la impureza y un campo magnético externo B. Para
un espín total S libre, la dependencia en temperatura de la susceptibilidad magnética





donde C = (geµB)2S(S + 1)/3 es la constante de Curie. En el caso general, el espín de
la impureza no es libre, y varios multipletes pueden ser relevantes a una temperatura
dada. No obstante, es útil deﬁnir un momento magnético al cuadrado que depende de
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la temperatura como µ2(T ) = χT para analizar los procesos de los puntos ﬁjos.
En la ﬁgura 1.6 se muestra el momento magnético al cuadrado µ2 de la impureza.
En la zona A se está en un régimen de OL (kBT > U) donde hay dos estados (estado
de una partícula con proyección de espín +1/2 o −1/2, que comunmente son llamados
partículas con espín up y down, respectivamente) que contribuyen a µ2, en unidades de
(geµB)
2, con (1/2)2 cada uno, y dos que no aportan (vacío y doblemente ocupado), así,
al hacer el promedio sobre los cuatro estados nos da que µ2 = 1/8. En la zona B se está
en el régimen de ML donde solamente el estado degenerado de una partícula participa
en el cálculo de µ2 3. Cada uno contribuye con (1/2)2 y al hacer el promedio sobre los
dos estados queda que µ2 = 1/4. Finalmente, la zona C entra en el régimen de AF (en
T < TK donde TK está marcada por la ﬂecha en la ﬁgura) donde el momento local del
punto ﬁjo anterior es apantallado por los electrones de conducción del metal, y así se
forma un estado singlete de momento angular cero que no contribuye a µ2. Aquí, µ2
tiende a cero suavemente para T < TK .
En un código computacional, para diagonalizar el hamiltoniano de forma iterativa,
primero se diagonaliza H0. Después, para diagonalizar H1, se toma la base de H0 y se le
adiciona los grados de libertad del sitio 1, los cuales son 4: cero electrones, un electrón
de espín up, un electrón de espín down, y el doblemente ocupado. De la ecuación 1.18
para H1, el primer término incluye simplemente los autovalores de la iteración anterior
(de H0) multiplicados por Λ−1/2, el segundo término sólo le adiciona la energía del sitio
1 (calculada por el método de tridiagonalización), y los últimos dos términos mezclan
los dos últimos sitios. Después se repite el mismo procedimiento para un nuevo sitio
adicionado, y así sucesivamente hasta llegar a algún punto ﬁjo deseado. Cabe mencionar
que para cierta iteración n = m0 se debe empezar a truncar el espacio de Hilbert para
evitar saturar la memoria del computador. Los autoestados del Hamiltoniano en la
iteración n + 1 están relacionados con la base de la iteración n mediante la siguiente
transformación unitaria U :
|w, n+ 1〉 = Un+1(w, r, s)|r, s, n+ 1〉 (1.23)
donde |r, s, n+1〉 = |r, n〉⊗|s, n+1〉 con |r, n〉 autoestados de la iteración n y |s, n+1〉
es la base para el sitio adicionado n+ 1.
El principal método de cálculo numérico para diferentes propiedades de PCs que
aplicamos en esta tesis es el NRG, acompañado de mejoras que se han desarrollado en el
transcurso de los años. Dentro de las mejoras que existen está el z-trick [36, 37] donde
el intervalo de la discretización logarítmica de la banda de conducción es multiplicada
3Los estados vacío y doblemente ocupado no contribuyen en la dinámica a más baja energía ya
que tienen energías mayores a kBT , y están suprimidos por el factor de Bolzmann. No obstante estos
estados pueden tener una pequeña ocupación debido a las ﬂuctuaciones cuánticas.
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por el factor Λ−z. Esto permite barrer más estados de la banda de conducción al hacer
varias corridas NRG para diferentes z, y al ﬁnal de todo, las propiedades que se quieren
calcular son la contribución al promedio de cada z. El resultado con esto es poder
aumentar el valor de Λ (ya que habría menos error por discretizar la banda), y la ventaja
es que el sistema converge más rápido a los puntos ﬁjos, ya que la escala de energía
disminuye más rápido, y también permite disminuir el número de estados mantenidos en
cada iteración. Otra mejora es el uso de una base NRG completa [38] usando los estados
eliminados en cada iteración, y con éstos poder formar una matriz densidad completa
[39], útil en el cálculo de propiedades de impurezas magnéticas a toda temperatura,
como la susceptibilidad magnética y el calor especiﬁco [40], y la densidad espectral [39].
Ésta última mejora al NRG generalmente es referida en la literatura, con las siglas en
inglés FDM-NRG (Full Density Matrix Numerical Renormalization Group).
Nosotros reprodujimos el código computacional de NRG de Wilson, bajo el lenguaje
de programación del C++, donde hicimos uso de las librerías estándar del C++ (ISO
C++, siglas del inglés International Standardization Organization) y especialmente
la librería Armadillo que es una librería de álgebra lineal de alta calidad, que alcanza
un buen equilibrio entre velocidad y facilidad de uso. Utilizamos dos tipos de simetrías
para poder dividir el espacio de Hilbert en subespacios, y diagonalizarlos de forma
independiente. Cada subespacio comprende la simetría de proyección de espín (Sz) y
el número de partículas (Q). El código está basado en una programación orientada a
objetos, y está dividido en tres programas esencialmente, donde uno es el programa
principal que recibe los parámetros externos e inicializa todas las variables que necesita
el NRG, como por ejemplo los parámetros de la impureza o impurezas, y los coeﬁcien-
tes de la cadena de Wilson. Una vez hecho esto creamos un objeto el cual contiene
información de la diagonalización n-ésima y el cálculo de todas las propiedades que se
desean para está iteración, como lo son las propiedades termodinámicas, dinámicas y
de transporte. En éste, el espacio de Hilbert de H0 (ver ecuación 1.19) lo dividimos
en subespacios, y agrupamos los estados con los mismos números cuánticos Q y Sz en
otro objeto, el cual contiene toda la información necesaria de un subespacio especíﬁco
como la matriz a diagonalizar, sus autoestados y sus autoenergías. A una determina-
da iteración m0 empezamos a truncar el espacio de Hilbert por la eliminación de los
estados de más alta energía.
La implementación de la obtención de una base completa NRG es como sigue: la
base completa NRG está conformada por todos los estados eliminados de las iteraciones
anteriores y por todos los estados de la última iteración 4 teniendo en cuenta que para
el cálculo de cualquier propiedad del sistema se deben tener en cuenta todos los grados
de libertad de los sitios de la cadena de Wilson que no se tuvieron en cuenta en la
4Ver [38] para una demostración que estos estados efectivamente conforman una base completa
NRG.
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iteración n-ésima. Todos estos estados deben ser guardados en una nueva clase.
El aporte de la impureza a la susceptibilidad magnética, la calculamos con la formula
χimp = χ−χ0, donde χ = (geµB)2T (〈S2z 〉−〈Sz〉2) es la susceptibilidad de la impureza más
la banda del conductor, y χ0 es la susceptibilidad sólo de la banda del conductor. Con la
base completa calculamos estos promedios con el factor de Boltzmann correspondiente.
Las propiedades dinámicas como la densidad espectral de estados de la impureza, son
más complicadas de calcular. La densidad espectral en el sitio de la impureza está dada






|〈b|dσ|a〉|2 δ(ω − Eba), (1.24)
donde β = 1/kBT , |i〉 son autoestados con autoenergías Ei de un cierto hamiltoniano
(i = a, b, y en el caso de las resultados de fotoluminiscencia del capítulo 5 los hamil-
tonianos son diferentes para a y para b), Z =
∑
a e
−βEa es la función de partición, y
Eba = Eb − Ea. Esta función espectral se puede dividir en tres funciones espectrales
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donde los subíndices l y k denotan estados eliminados y mantenidos respectivamen-








Tre [〈k, e,m|ρ˜m′ |k′, e,m〉] es la matriz densidad reducida, siendo e los grados de li-
bertad de los sitios de la cadena de Wilson que no se tuvieron en cuenta en la iteración
m, y ρ˜m′ = |l,m′〉e−βEm
′
l /Zm〈l,m′| es la matriz densidad de los autoestados de la ite-
ración m. El elemento de matriz dmij se puede calcular recursivamente utilizando la






Um(i, p, s)Um(j, p
′, s′)δs,s′dm−1pp′ . (1.28)
Primero se calcula d0ij para la iteración 0 de tal forma que con el conocimiento de los au-
toestados de la iteración 1 se pueda calcular d1ij de la ecuación 1.28, y así recursivamente
para cualquier iteración m. ρm
′→m
red (k, k
′) también se puede calcular recursivamente ha-
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ciendo la transformación unitaria de 1.23.
Finalmente el resultado numérico que se obtiene al calcular la densidad espectral,
son polos discretos con un determinado peso, que deben ser suavizados con la combi-
nación de una función gaussiana normal (para polos menores, en valor absoluto, que la
temperatura considerada) y una gaussiana logarítmica (para polos mayores, en valor
absoluto, que la temperatura considerada), como lo hacen en la referencia [38].
1.9. Organización de la tesis
En el capítulo 2 analizamos las propiedades de transporte de un dispositivo de dos
PCs acoplados, donde uno de ellos está conectado a dos conductores, y es lo suﬁcien-
temente chico como para considerar que tiene un solo nivel relevante. El otro PC está
acoplado por efecto túnel al PC chico, y tiene un tamaño más grande, el cual lleva a con-
siderar su estructura multinivel. Al hacer un análisis de líquido de Fermi muestramos
que la conductancia a baja energía del dispositivo está determinada por la ocupación
electrónica total del doble PC. Cuando el PC pequeño está en el régimen de Kondo, y
el PC grande tiene un número de electrones par, la conductancia del sistema es máxi-
ma, mientras que cuando hay una ocupación impar en el PC grande, hay dos efectos
Kondo a diferentes temperaturas, siendo la conductancia cero a bajas temperaturas.
La temperatura de Kondo del segundo efecto Kondo se ve afectada por la estructura
multinivel del PC grande. Cuando aumentamos el espaciamiento de los niveles del PC
grande, visualizamos un cruce entre un régimen de temperatura de Kondo grande a
una pequeña cuando el espaciamiento entre niveles es del orden de la temperatura de
Kondo grande. En el capítulo 3 analizamos las propiedades a baja energía de un dis-
positivo con N + 1 PCs en una conﬁguración estrella. Aquí uno de los PCs (central)
está acoplado a dos conductores, y a su vez, a N PCs. Extendimos resultados previos
para el caso de N = 2, mostrando que, en el régimen de parámetros adecuados, el
hamiltoniano a baja energía del sistema es un modelo de Kondo ferromagnético para
una impureza de espín L = (N − 1)/2. Cuando el acoplamiento entre los PCs es pe-
queño, se presentan dos efectos Kondo a medida que se disminuye la temperatura. El
primer efecto Kondo es regular y el segundo es un efecto Kondo subapantallado de un
espín S = N/2. Los cálculos numéricos para las propiedades espectrales y termodiná-
micas del sistema, presentan un comportamiento singular a bajas temperaturas, y nos
permiten caracterizar los diferentes regímenes altamente correlacionados. En el capí-
tulo 4 analizamos las propiedades lineales de transporte termoeléctricos del dispositivo
del capítulo 3 para N = 2. Para un amplio rango de parámetros y en la ausencia de
un campo magnético el estado base del sistema es un líquido de Fermi singular que
conduce a un comportamiento no analítico en las propiedades de transporte a bajas
energías. El comportamiento singular está asociado con el efecto Kondo ferromagnético
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o subapantallado, dependiendo de los parámetros. Cuando aplicamos un campo mag-
nético, el estado base del sistema es un líquido de Fermi regular y observamos un gran
pico en el poder termoeléctrico de espín como función de la temperatura, y una gran
polarización en la corriente de espín (∼ 100 %) para un amplio rango de parámetros
debido a efectos de interferencia. Finalmente, en el capítulo 5 calculamos el espectro de
fotoluminiscencia de un solo PC semiconductor acoplado a un reservorio de electrones
y los comparamos con los experimentos. Un voltaje de compuerta permite sintonizar
al PC entre regímenes dominados por la recombinación de un trión o un excitón. El
decaimiento del trión lo podemos considerar como un enfriamiento cuántico en el cual
las correlaciones entre el espín del PC y los electrones de conducción en el reservorio
son introducidos repentinamente, dando como resultado un comportamiento de Kondo
o de valencia intermedia. Para el decaimiento del excitón, el comportamiento alta-
mente correlacionado de Kondo toma lugar en el estado inicial. Al aplicar un campo
magnético externo, las líneas espectrales se dividen en dos picos de diferente amplitud.
Explicamos las características principales de lo que se observa experimentalmente en
el espectro y su dependencia con el voltaje de compuerta.

Capítulo 2
Transporte a través de dos puntos
cuánticos acoplados lateralmente
2.1. Introducción
Figura 2.1: Representación esquemática del dispositivo de doble puntos cuánticos acoplados
lateralmente. El PC a está acoplado a los electrodos metálicos izquierdo (I) y derecho (D). Los
orbitales del PC b están acoplados al PC a a través de una barrera túnel.
En este capítulo consideramos un sistema de doble punto cuántico (DPC) acoplados
lateralmente tal como se muestra en la ﬁgura 2.1, donde sólo uno de los PCs (PC
pequeño o central) está acoplado a los electrodos, y el otro PC (PC grande o lateral)
está acoplado lateralmente al PC central. Las propiedades de estos dispositivos se
pueden obtener a través de medidas de transporte usando los electrodos metálicos.
El acoplamiento entre PCs puede competir con el efecto Kondo conduciendo a una
rica variedad de regímenes correlacionados, como por ejemplo, en el caso en que el
PC lateral tiene un solo nivel electrónico de energía relevante, puede presentar dos
efectos Kondo a diferentes escalas de energía [41, 42], o cuando el PC lateral es muy
grande teniendo un continuo de energía, se presenta un efecto Kondo de dos canales
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[43]. También se puede obtener el problema de la caja de Kondo cuando el PC lateral
tiene un tamaño intermedio [4454]. Las propiedades de este tipo de dispositivos han
Figura 2.2: A) Imagen MEB del dispositivo. Los PCs están marcados con un color celeste.
El acoplamiento túnel entre PCs se controla por medio de las compuertas amarillas. Todos los
contactos ohmicos están al mismo potencial (V0) a excepción del conductor superior del PC
pequeño donde se aplica un voltaje de polarización Vbias. Las energías y las ocupaciones de cada
PC se cambian a través de las compuertas verdes al aplicarles un voltaje de compuerta Vgd para
el PC pequeño y VgD para el PC grande. B) Diagrama de estabilidad cuando el acoplamiento
entre PCs es débil (temperatura a 30mK). Se dibuja la conductancia diferencial con respecto a los
voltajes de compuerta Vgd y VgD. C) Diagrama de estabilidad cuando el acoplamiento entre PCs
es fuerte. A temperaturas tan bajas, se encuentra un patrón de conductancia compleja. Figura
sacada de los experimentos de Baines et al [3].
sido tratadas con estudios teóricos y experimentales. Sin embargo, la mayoría de estos
estudios teóricos se han enfocado sobre modelos simpliﬁcados, como considerar un solo
nivel interactuante en cada PC [29, 41, 5558], o un continuo de niveles del PC lateral
[59, 60], o despreciar interacciones en el PC lateral [61].
Recientes resultados experimentales para un dispositivo de DPC lateralmente aco-
plados (ver la ﬁgura 2.2 A) para ver el montaje experimental) muestra un cambio en la
estructura de niveles de los DPC como una función del acoplamiento entre PCs [3]. En
un régimen espectroscópico, donde la hibridación entre el PC central y los conductores
es más pequeño que la energía térmica, los diamantes de bloqueo de Coulomb cambian
su estructura como una función del acoplamiento entre PCs señalando un cambio en la
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estructura electrónica fundamental asociada a la naturaleza multinivel de los PCs [ver
ﬁgura 2.2 B) y C)].
En este capítulo analizamos las propiedades de transporte de un dispositivo de DPC
acoplados lateralmente, y consideramos múltiples niveles en el PC lateral e interaccio-
nes coulombianas dentro de cada PC y entre PCs. Obtienemos una relación exacta
entre la conductancia a temperatura cero y la carga en el DPC (suponiendo que los
acoplamientos son independientes de la energía) la cual generaliza las reglas de suma
de Friedel para el dispositivo de DPC. También analizamos diferentes regímenes de
electrones fuertemente correlacionados que ocurren a temperatura ﬁnita usando NRG
y caracterizamos el transporte electrónico a través del dispositivo.
En el régimen de acoplamiento débil (para temperaturas más altas que la escala de
energía asociada al acoplamiento a los conductores) usamos una aproximación pertur-
bativa, comenzando desde autoestados exactos para el sistema del DPC aislado de los
conductores. En el régimen de acoplamiento fuerte, usamos la aproximación de cam-
po medio de bosones esclavos para poder interpretar los resultados de NRG. También
presentamos la asimetría usual par-impar en los valles de bloqueo de coulomb (debido
al efecto Kondo), los cuales pueden ser completamente alterados según el régimen de
acoplamiento entre PCs.
El efecto de incrementar el acoplamiento entre PCs sobre la conductancia es muy
diferente para diferentes ocupaciones en el DPC. En el régimen de acoplamiento fuerte
entre PCs, se presenta una competencia entre el espaciamiento entre niveles en el PC
lateral y un acoplamiento Kondo efectivo entre los PCs, conduciendo a un cambio de
comportamiento a una pequeña escala de energía relacionada con un segundo efecto
Kondo.
Este capítulo está organizado como sigue: en la sección 2.2 describimos el modelo,
en la sección 2.3 presentamos la conductancia y la ocupación en el DPC en el régimen
de acoplamiento débil entre los electrodos y el DPC para parámetros experimentales
de la Ref. [3]. En la sección 2.4 presentamos resultados exactos para la conductancia
a temperatura cero. En la sección 2.5 presentamos resultados numéricos para la con-
ductancia en el régimen de Kondo. En la sección 2.6 calculamos la conductancia y la
susceptibilidad magnética para un modelo con dos y tres niveles cuasidegenerados en
el PC lateral. También analizamos un modelo efectivo en la aproximación de campo
medio de bosones esclavos.
Los siguientes resultados los publicamos en [62].
2.2. Modelo
El dispositivo de DPC está descrito por el siguiente hamiltoniano
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H = HC +Ht +He +HV +Hel . (2.1)
















ocupación del PC lateral (PC b), d†ασ (dασ) es el operador de creación (destrucción)
de un electrón dentro del PC d en el nivel α (este subíndice no está para d = a, ya
que sólo consideramos un solo nivel) con proyección de espín σ, N` = Cg`Vg`/U` es un
parámetro que depende del voltage de compuerta Vg` cuya función es mover los niveles
electrónicos del PC `, Cg` es la capacitancia del PC ` con su correspondiente electrodo










describe el acoplamiento túnel entre los diferentes orbitales del PC b y un solo nivel
relevante del PC a. Para describir la separación de los niveles de energía sobre el PC


















describe el acoplamiento entre el PC a y el electrodo izquierdo (I) y derecho (D), los







La conductancia a través del sistema está dada por la ecuación 1.9, y en el límite
de temperatura cero, −∂f(ε)
∂ε
→ δ(ε), y la conductancia es proporcional a la densidad
espectral en el nivel de Fermi
∑
σ Aaσ(εF ) sobre el PC a. Como presentaremos en
la sección 2.4, suponiendo un estado base de líquido de Fermi, Aaσ(εF ) la podemos
escribir como una función de la ocupación electrónica total del DPC. En el régimen de
acoplamiento débil entre los electrodos y el PC a, o altas temperaturas ∆ = ∆I+∆D 
kBT (∆ν = pi
∑
k |Vkν |2δ(kν) = piρV 2 con V independiente de k, y ρ la densidad local
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de estados en el sitio de la impureza), podemos calcular la conductancia a través del
sistema, a bajo orden en ∆/kBT , reemplazando en la ecuación 1.9 la densidad espectral






(e−βEi + e−βEj)|〈Ψj|a†σ|Ψi〉|2 × δ[ε− (Ej − Ei)], (2.7)
















donde Pi = e−βEi/Z.
2.3. Resultados perturbativos en el régimen de aco-
plamiento débil
En esta sección analizaremos la conductancia a través del DPC en el régimen de
acoplamiento débil a los electrodos donde la energía térmica kBT es más grande que
la energía de hibridación ∆. En este régimen, ∆ se puede tratada perturbativamente,
y los electrodos servirían como una prueba espectroscópica del DPC en las medidas
de transporte. Los mapas de conductancia son generados al cambiar los voltajes de
compuerta de cada PC (parametrizado aquí por Na y Nb) los cuales modiﬁcan la car-
ga total sobre el DPC y la distribución de carga entre los PCs. Para un DPC en el
régimen espectroscópico, esperamos una estructura hexagonal en los mapas de conduc-
tancia donde los picos de conductancia ocurren en voltajes de compuerta tales que hay
una degeneración de carga sobre el DPC el cual permite ﬂuctuaciones de carga entre
el DPC y los conductores [63]. Aquí, la conductancia sólo es sensible a ﬂuctuaciones
de carga sobre el PC a, ya que éste es el que está conectado a los conductores. Como
podemos inferir de la ecuación 2.8, para obtener una gran conductancia, al menos dos
niveles del DPC que diﬁeren en su carga por un electrón, necesitan estar cuasidegene-
rados (|Ei − Ej| ≤ kBT tal que el producto de las funciones de Fermi no se supriman
exponencialmente). Además el electrón debe estar ﬂuctuando térmicamente dentro y
fuera del PC a (así el elemento de matriz |〈Ψj|a†σ|Ψi〉|2 es importante).
En lo que sigue, nos a enfocaremos en el análisis de un DPC que tiene tres niveles
sobre el PC b con niveles de energía ε˜b1 = −δ, ε˜b2 = 0, y ε˜b3 = δ. Este modelo
simpliﬁcado presenta, en el régimen de acoplamiento débil, muchas de las características
observadas en sistemas que tienen un número grande de niveles sobre el PC lateral (ver
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Figura 2.3: Panel izquierdo: mapa de conductancia para un dispositivo de DPC acoplados
lateralmente. El acoplamiento entre PCs es tab = 0,01meV. Los otros parámetros son Ub =
0,25meV, Ua = 0,7meV, Uab = 0,1meV, δ = 0,02meV, y kBT = 0,01meV. Panel derecho: carga
total del DPC aislado para los mismos parámetros y compuertas de voltaje como en el mapa de
conductancia del panel izquierdo. Las líneas indican un cambio en un electrón en la carga del
estado base del DPC aislado. El DPC está vacío en la esquina izquierda inferior de la ﬁgura, y
está ocupada con ocho electrones en la esquina derecha superior. La ocupación aproximada de
cada PC está indicado entre paréntesis como (〈Nˆa〉,〈Nˆb〉).
Ref. [3]). Para simpliﬁcar la discusión de los resultados, consideraremos que tαab es
independiente del nivel y así suprimimos el índice α.
Calculamos el mapa de conductancia del DPC en el régimen espectroscópico usan-
do la ecuación 2.8 y diagonalizamos el hamiltoniano del DPC aislado para obtener
sus autoestados y autoenergías para cada valor de Na y Nb. En las ﬁguras 2.3, 2.4 y
2.5 presentamos los resultados para un conjunto de parámetros obtenidos de los ex-
perimentos de Baines [3] y diferentes valores del acoplamiento túnel tab entre los PCs.
En el régimen de acoplamiento débil entre los PCs (tab < δ), hay poca mezcla entre
los estados de los PCs (excepto cuando hay niveles de energía degenerados en los dos
PCs) y generalmente, la carga de los PCs está bien deﬁnida. Debido a la topología del
dispositivo, en las líneas de degeneración del PC a aparece un pico en la conductancia,
ya que éste es el que está acoplado a los electrodos. Esto se observa en el panel izquier-
do de la ﬁgura 2.3 donde obtenemos segmentos de alta conductancia en las líneas de
degeneración de carga del DPC, que coinciden con los del PC a. Como podemos ver en
el panel derecho de la ﬁgura 2.3 estos segmentos de alta conductancia están asociados
a un cambio de carga en el PC a. En esta ﬁgura la ocupación aproximada de cada PC
en diferentes regiones del mapa está indicada entre paréntesis (〈Nˆa〉,〈Nˆb〉). El cambio
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Figura 2.4: Panel izquierdo: mapa de conductancia para tab = 0,04meV. Panel derecho: las
líneas indican una degeneración de carga sobre el DPC aislado, la carga del DPC cambia por
uno en cada línea e incrementa desde cero en la esquina izquierda inferior a ocho en la esquina
derecha superior. Los otros parámetros son como en la ﬁgura 2.3.
en la carga del PC b está acompañado por picos muy débiles en la conductancia debido
a una pequeña mezcla entre los estados de los PCs.
Para un acoplamiento intermedio entre PCs (tab ∼ δ, ver ﬁgura 2.4), los estados del
DPC están en un régimen molecular donde la carga en cada PC no está bien deﬁnida
debido a que todos los estados del DPC están conformados por una gran mezcla orbital
entre los PCs. Esto es reﬂejado en el mapa de conductancia que presenta máximos en los
puntos de degeneración de carga del DPC donde la carga total del DPC cambia (como
indica el panel derecho de la ﬁgura). Los PCs pierden su identidad y se comportan
como un solo PC con una energía de carga efectiva y un acoplamiento efectivo a los
conductores.
Para grandes valores del acoplamiento entre PCs (tab > δ) el sistema entra gra-
dualmente a un régimen, en el cual, algunas de las funciones de onda presentan una
fuerte mezcla entre los PCs y otros están mayoritariamente localizados en uno de los
PCs [3]. Para el modelo simpliﬁcado con un solo nivel en el PC a y tres niveles en el
PC b, un nivel de energía está asociado a un estado ligado (bonding en inglés) entre el
nivel del PC a y una combinación simétrica de los niveles del PC b, y otro nivel está
asociado al estado antiligado (antibonding en inglés) correspondiente. El estado ligado
tiene aproximadamente 1/2 de peso en cada PC cuando la ocupación total es 1. Los
otros dos estados del DPC tienen la mayoría de peso sobre el PC b. Esta estructura
electrónica particular del DPC está reﬂejada en la conductancia del dispositivo como
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Figura 2.5: Panel izquierdo: mapa de conductancia para tab = 0,08meV. Panel derecho: las
líneas indican una degeneración de carga sobre el DPC aislado, la carga del DPC cambia por
uno en cada línea e incrementa desde cero en la esquina izquierda inferior a ocho en la esquina
derecha superior. La ocupación aproximada de cada PC está indicado entre paréntesis para
diferentes regiones del mapa. Los otros parámetros son como en la ﬁgura 2.3.
podemos ver en la ﬁgura 2.5. Los picos de conductancia alta ocurren cuando el estado
ligado (estado base) y antiligado (estado de más alta energía) cambian su ocupación
y los picos de baja conductancia se obtienen cuando los dos estados principalmente
localizados en el PC b se cargan.
Esta estructura peculiar de las funciones de onda en el régimen de acoplamiento
fuerte entre PCs la podemos entender en el límite no interactuante o en el límite de
capacitancia alta donde Ua = Ub = Uab (ver Ref [3]). Esto aparece en el caso general
donde consideramos más niveles sobre cada PC. En el último caso, algunos de los esta-
dos del DPC están fuertemente hibridizados entre los dos PCs, siendo una combinación
de muchos orbitales de cada PC. El resto de estados del DPC están mayoritariamente
localizados sobre el PC a o sobre el PC b. El valor del acoplamiento tab para el cual
el cambio de comportamiento del régimen molecular y el de acoplamiento fuerte entre
PCs toma lugar, depende del espaciamiento entre niveles δ y el valor relativo entre las
interacciones de Coulomb Ua, Ub y Uab. Para Ua = Ub = Uab la energía de interacción
dada por la ecuación 2.2 depende únicamente del número total de electrones sobre el
DPC y es independiente de la estructura de las funciones de onda electrónicas. Pa-
ra Ua, Ub > Uab, los estados fuertemente hibridizados entre los PCs tienen una mayor
energía de interacción que los que tienen un número bien deﬁnido de electrones en cada
PC.
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En la próxima sección, analizamos la conductancia a bajas temperaturas en dife-
rentes regímenes de acoplamiento túnel entre PCs. Como mostraremos, los mapas de
conductancia en el límite de temperatura cero son solamente determinados por la ocu-
pación total N del DPC y un parámetro que mide la asimetría del acoplamiento entre
el PC a y los conductores. Esto nos permite una estimación directa de la conductancia
a temperatura cero desde los diagramas de carga presentados en los paneles izquierdos
de las ﬁguras 2.3, 2.4 y 2.5.
2.4. Resultados exactos a temperatura cero
Suponiendo que el estado base del sistema es un líquido de Fermi, demostramos en
el apéndice A que la densidad espectral del PC a a temperatura cero está dado en la












es la carga total por espín sobre el DPC y Gσ(ω) es la función de Green local a tem-
peratura cero del DPC (ver apéndice A). Reemplazando la ecuación 2.9 en la ecuación
1.9 obtenemos






donde α˜ = 4∆I∆D
(∆I+∆D)2
.
Para un acoplamiento simétrico del PC a a los electrodos izquierdo y derecho (∆I =
∆D) tenemos que α˜ = 1 y la conductancia a temperatura cero alcanza dos cuantos de
conductancia1 cuando el número de electronesN en el DPC es impar (N↑ = N↓ = N/2).
Consecuentemente, para un número par de electrones en el DPC la conductancia es
cero. Este importante resultado indica que la amplitud máxima de la conductancia
está dada solamente por la asimetría de los acoplamientos a los conductores derecho e
izquierdo, y la dependencia con respecto a los otros parámetros, incluyendo la energía
de carga, niveles de energía y acoplamientos túnel, entran solamente a través del valor
de la ocupación del DPC. Para α˜ ﬁjo, todo el conjunto de parámetros que conducen a
una ocupación dada en el DPC conducirá al mismo valor de conductancia a temperatura
cero.
Los mapas de conductancia analizados en la sección previa son completamente
modiﬁcados en el límite de temperatura cero. Independientemente de la distribución
1Un cuanto de conductancia es igual a e2/h.
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de carga dentro del DPC, la conductancia será ∼ α˜2e2/h en los valles donde el número
total de electrones es impar, y muy pequeña cuando el número total de electrones es par.
En el régimen de Kondo, donde la hibridación ∆ es más pequeña que las interacciones
locales Ua y Ub, la ocupación como una función de los voltajes de compuerta se aproxima
a la ocupación del DPC aislado de los conductores cuando se está lejos de los puntos de
degeneración de carga. En los puntos de degeneración de carga, la carga promedio del
DPC es N = k+1/2, donde k es un entero, y la conductancia a T = 0 es 2e2/h. Basados
en el cálculo de la ocupación total como los que presentamos en los paneles derechos
de las ﬁguras 2.3, 2.4 y 2.5, veremos que los mapas de conductancia a T = 0 tienen
franjas horizontales de alta conductancia (delimitado por las líneas de degeneración de
carga) alternados con franjas de baja conductancia.
En la próxima sección mostraremos que las temperaturas donde el sistema se com-
porta como un líquido de Fermi para dar origen a la ecuación 2.11, en algunos casos
puede ser extremadamente baja. A temperaturas intermedias, la conductancia puede
ser muy diferente del valor esperado en el régimen de altas temperaturas y bajas tempe-
raturas. Dependiendo del valor de los voltajes de compuerta (por ejemplo, en diferentes
regiones del mapa de conductancia), el sistema puede estar en el régimen espectroscó-
pico o en el régimen de bajas temperaturas para un conjunto dado de parámetros.
La ecuación 2.11 es válida para las interacciones consideradas en el hamiltoniano
de la ecuación 2.1. Es importante mencionar que diferentes interacciones de las ya
consideradas (por ejemplo, un acoplamiento Hund en uno de los PCs) puede cambiar
la naturaleza del estado base y el valor de la conductancia a temperatura cero [22
24, 28, 6875].
2.5. Resultados numéricos
Ahora discutiremos la dependencia en temperatura de la conductancia. Primero
revisaremos los resultados principales para el caso con un solo nivel relevante en cada
PC. Este problema ya ha sido estudiado usando una variedad de técnicas incluyendo
NRG [41, 55] y grupo de renormalización funcional [76]. Consideremos la situación
simétrica donde ∆I = ∆D = ∆/2, ˜Dα = 0, Na = Nb = 1, y Uad = 0, tal que la
carga promedio sobre cada PC es 1. Cuando ambos PCs están en el régimen de Kondo
(Ua, Ub  piΓ, tab) las ﬂuctuaciones de carga sobre cada PC las podemos eliminar
usando una transformación Schrieﬀer-Wolﬀ [77], y las propiedades de baja energía del
sistema las calculamos usando un hamiltoniano de Kondo:
HK = JKSa · s0 + JabSa · Sb +Hel. (2.12)
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es la densidad de espín electrónica de un conductor efectivo (aquí los conductores I y D
fueron mapeados a un solo conductor que está asociado a la combinación simétrica de
los conductores I y D con un acoplamiento efectivo ∆) sobre el orbital acoplado al PC
a. Las constantes de acoplamiento a segundo orden enHt yHV , son Jab = 8t2ab/(Ua+Ub)
y JK = 2∆/Ua.
Para un acoplamiento entre PCs (Jab) suﬁcientemente débil, el sistema presenta
dos efectos Kondo a diferentes escalas de energía. Como la temperatura disminuye, el
espín 1/2 del PC es apantallado por los electrones de los conductores debido al efecto
Kondo a una temperatura TK (ver ecuación 1.3). Como ya mencionamos en la sección
1.3, las excitaciones de baja energía tienen un comportamiento de líquido de Fermi que
viven en un ancho de banda ∼ kBTK dado por la amplitud del pico de Kondo en el
nivel de Fermi de la densidad espectral. Aquí la conductancia incrementa a través del
dispositivo cuando la temperatura disminuye.
Para Jab < TK el espín del PC b es apantallado a una temperatura más baja dada
por [41]:
T ?K ∼ TKe−
pikBTK
JdD . (2.13)
Esta expresión la podemos interpretar como un apantallamiento Kondo del espín 1/2
del PC b por las cuasipartículas asociadas al efecto Kondo en el PC a con una densidad
de estados de cuasipartícula dada por ρef ∼ 1/pikBTK . Mientras el primer efecto Kondo
conduce a un incremento en la conductancia del dispositivo, el segundo efecto Kondo
suprime la conductancia, el cual concuerda con el resultado de la ecuación 2.11. Esta
supresión de la conductancia la podemos entender como una antiresonancia de Fano
[78] o como un efecto de bloqueo en la conductancia debido a la formación de un singlete
fuerte entre los espines de los dos PCs a bajas energías. Para Jab > TK los espines de
los PCs están también en un estado singlete no solamente a bajas temperaturas, sino
también para T > TK . La conductancia es pequeña para T < Jab y el apantallamiento
Kondo no toma lugar. Variando el voltaje de compuerta del PC a para modiﬁcar su
ocupación a ∼ 0 o ∼ 2, se produce un solo efecto Kondo con un acoplamiento Kondo
efectivo que conduce a un régimen de conductancia alta a bajas temperaturas [79].
Cuando el PC b está vacío o doblemente ocupado y el PC a está en el régimen de
Kondo, las propiedades de transporte están dominadas por el efecto Kondo sobre el
PC a.
Como presentaremos abajo, las características principales observadas en el caso de
un solo nivel para la dependencia en temperatura de la conductancia, las observamos
también cuando consideramos múltiples niveles en el PC b. Calculamos la conductancia
a través del sistema y la susceptibilidad magnética usando FDM-NRG y en todos los
cálculos usamos el parámetro de discretización Λ = 10 y el z-trick promediando sobre



























Figura 2.6: Conductancia para diferentes valores del acoplamiento túnel entre PCs tab =
0,01, 0,015, 0,02, 0,03, 0,04, 0,05, y 0,09 meV. Los otros parámetros son Ub = 0,25meV, Ua =
0,7meV, Uab = 0,1meV, δ = 0,02meV, and ∆ = 0,2meV. a) Ocupación total de tres electrones:
Na = 1 y Nb = 2. b) Ocupación total de cuatro electrones: Na = 1 y Nb = 3.
cuatro valores de z = 0,25, 0,5, 0,75 y 1. Retenemos 5000 estados a partir de la cuarta
iteración del NRG.
En la ﬁgura 2.6 graﬁcamos la conductancia como función de la temperatura para
el sistema multinivel analizado en la sección previa. En el panel superior de la ﬁgura
2.6 consideramos una situación con un solo electrón en el PC a y ∼ 2 electrones en el
PC b. En tab ≤ 0,02meV los resultados son muy similares a los observados cuando los
dos PCs están desacoplados (tab = 0): hay un incremento en la conductancia asociado
al apantallamiento Kondo del espín 1/2 del PC a. La conductancia logra el cuanto
de conductancia, como esperamos de las predicciones de líquido de Fermi. En este
régimen, la temperatura de Kondo es débilmente reducida por la presencia del PC
b. A medida que tab incrementa, la temperatura de Kondo va decreciendo, la cual
establece la escala de temperatura en que se recobra el comportamiento de líquido de
Fermi. Esta reducción de la temperatura de Kondo la podemos entender recordando el
análisis de la naturaleza de las funciones de onda electrónica en diferentes regímenes
del acoplamiento entre PCs presentados en la sección 2.3. Para tab = 0 dos electrones
ocupan el estado base del PC b formando un singlete y hay un solo electrón en el PC
a, una situación que permanece esencialmente inalterada para tab  δ. Para tab > δ,
sin embargo, esto llega a ser energéticamente favorable ocupar los niveles más altos de
energía del PC b para incrementar la hibridación con el PC a. En este régimen, el peso
de la función de onda sobre el PC a asociado al espín 1/2 se reduce y en consecuencia
también se reduce el acoplamiento Kondo entre el PC a y los conductores. Cuando se
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incrementa tab, la estructura de niveles del DPC cambia (ver también Ref. [3]). Dos
electrones ocupan el estado más bajo de energía del DPC el cual es un estado ligado
entre el orbital sobre el PC a y una combinación lineal de los orbitales del PC b. El
tercer electrón está principalmente localizado sobre el PC b que conduce a una fuerte
supresión del acoplamiento Kondo y así, una supresión exponencial de la temperatura
de Kondo. Para valores más altos de tab, la temperatura de Kondo toma valores muy
por de bajo del rango accesible experimentalmente (ver panel superior de la ﬁgura 2.6).
En el panel inferior de la ﬁgura 2.6 consideramos una situación con un solo electrón
en el PC a y tres electrones en el PC b. En este caso, la teoría de líquido de Fermi
predice que la conductancia va a cero cuando la temperatura va a cero. El estado base
del DPC aislado tiene un espín total igual a cero. Como en el caso de un solo nivel
en el PC b, si la diferencia de energía entre el estado singlete y triplete 2 del DPC
es más pequeño que la temperatura de Kondo para el PC a, se producen dos efectos
Kondo cuando disminuye la temperatura. Primero el espín 1/2 del PC a es apantallado
por los electrones de los conductores y las excitaciones de baja energía del sistema las
podemos describir por medio de un líquido de Fermi local de cuasipartículas pesadas
en el PC a. Después, un segundo efecto Kondo aparece a más baja energía, donde el
espín 1/2 del PC b es apantallado por las cuasipartículas Kondo sobre el PC a. El
apantallamiento Kondo del espín del PC b produce un decremento de la conductancia
debajo de una temperatura característica T ?K la cual depende fuertemente del acopla-
miento antiferromagnético entre los PCs (ver ecuación 2.13). Este comportamiento se
puede observar en el panel inferior de la ﬁgura 2.6 donde vemos que para los valores
más bajos de tab, la conductancia presenta un comportamiento no monótono. Cuando
incrementamos el acoplamiento entre los PCs, la temperatura de Kondo del segundo
efecto Kondo incrementa exponencialmente. Para valores suﬁcientemente grandes de
tab el acoplamiento antiferromagnético de los PCs excede TK , de tal manera que no se
forma el efecto Kondo y la conductancia decrece monotónicamente. Mientras que de
forma cualitativa, el comportamiento de la conductancia es la misma como en el caso
para un solo nivel en el PC b, el valor de la temperatura de Kondo para el segundo
efecto Kondo puede variar fuertemente cuando consideramos multiples niveles en el PC
b. Como presentaremos en la próxima sección, la temperatura de Kondo del segundo
efecto Kondo tiene una fuerte dependencia con el espaciamiento entre niveles δ del PC
b.
Los resultados de la ﬁgura 2.6 describen cualitativamente el comportamiento de la
conductancia lejos de las líneas de degeneración de carga en los valles con un número
par o impar de electrones sobre el DPC. Las escalas de temperatura para los diferentes
regímenes, sin embargo, pueden variar fuertemente desde un valle a otro. Esto lo mos-
2En este caso, el estado triplete es un estado altamente correlacionado de espín total igual a uno.



























c) tab = 0.06meV








d) tab = 0.1meV
Figura 2.7: Mapa de conductancia para Na = 1 y para diferentes valores de tab. Los otros




























c) tab = 0.06meV








d) tab = 0.1meV
Figura 2.8: Lo mismo que en la ﬁgura 2.7 pero con Na = 0,2.
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tramos en las ﬁguras 2.7 y 2.8 donde graﬁcamos el comportamiento de la conductancia
en función de la temperatura y Nb para Na = 1 y Na = 0,2, respectivamente. Para
Na = 1 y un acoplamiento entre PCs débil (tab = 0,015meV), observamos una clara
asimetría par-impar en la conductancia a bajas temperaturas cuando la ocupación del
PC b cambia con el voltaje de compuerta. obtenemos una conductancia grande (peque-
ña) para los valles con un número impar (par) de electrones en el DPC. Sin embargo,
hay un régimen de temperatura intermedia T ?K < T < TK donde se pierde la asimetría
par-impar. El comportamiento de la conductancia en este régimen de parámetros se
describe cualitativamente por el hamiltoniano de la ecuación 2.12.
Para tab = 0,035meV el DPC está en un régimen molecular, y no observamos el
segundo efecto Kondo. El sistema se comporta como un solo PC que presenta un
efecto Kondo para un número impar de electrones sobre el DPC. En el régimen de
Kondo, podemos desarrollar una transformación de Schrieﬀer-Wolﬀ [77] para obtener
el acoplamiento Kondo que es determinado por la energía de carga efectiva del DPC
y el momento magnético del PC a en la función de onda del estado base del DPC
aislado. Para valores más grandes de tab la temperatura de Kondo para algunos valles
es fuertemente suprimida ya que el orbital sobre el PC a se hibridiza fuertemente con
una combinación de los orbitales sobre el PC b y las otras funciones de onda están
principalmente localizadas sobre el PC b. El valle impar con Nb ∼ 0 está asociado con
el estado ligado entre los PCs y tiene una temperatura de Kondo grande. Sin embargo,
para los valles en Nb = 2,4, el momento magnético está principalmente localizado en
el PC b conduciendo a una temperatura de Kondo muy pequeña, la cual está muy por
debajo del rango de temperatura numéricamente explorado (excepto para valores de
Nb cercanos a los puntos de degeneración de carga).
La conductancia para Na = 0,2 la graﬁcamos en la ﬁgura 2.8. Para este caso es-
peramos que la conductancia sea grande a temperatura cero, para valores impares de
Nb. Para un acoplamiento entre PCs bajo tab = 0,015meV [ver la ﬁgura 2.8a)], la tem-
peratura de Kondo está muy por debajo del rango de temperaturas numéricamente
explorado. Cuando incrementamos tab, la temperatura de Kondo también aumenta y
llega a ser más alta que la temperatura mínima considerada cerca a los puntos de de-
generación de carga [ver la ﬁgura 2.8b)]. Para valores grandes de tab [ver las Figs. 2.8c)
y d)] la temperatura de Kondo para Nb ∼ 1 aumenta a medida que se va formando
el estado ligado. En los valles con Nb ∼ 3, la temperatura de Kondo llega hasta un
máximo en el régimen molecular tab ∼ δ, y llega a ser fuertemente suprimida para
valores grandes de tab ya que la probabilidad de encontrar el momento magnético del
DPC en el PC b aumenta.



















Figura 2.9: Conductancia en función de la ocupación total del DPC para tres niveles en el PC
b. Los puntos sólidos son resultados del NRG, y la línea es el resultado analítico de la ecuación
2.11. El voltaje de compuerta en el PC a lo escogimos tal que la ocupación promedio es uno,
mientras que el voltaje de compuerta del PC b es variado para cambiar su ocupación desde cero
a seis electrones. Los parámetros son Na = 1, Ua/∆ = Ub/∆ = 7,143, Uab = 0, tab/∆ = 0,0693,
δ/∆ = 0,001428, y ∆ = 0,07 en unidades del semiancho de la banda de conducción de los
conductores.
2.6. Efecto Kondo en puntos cuánticos multinivel
En esta sección analizaremos el efecto de tener muchos niveles electrónicos sobre el
PC b en las propiedades de transporte del dispositivo y sobre las correlaciones Kondo
en el régimen del segundo efecto Kondo. Consideramos pocos niveles sobre el PC b y
calculamos la conductancia para un rango completo de valores del espaciamiento de
energía δ. Ya que tendremos un número ﬁnito de niveles, el límite cuando el espacia-
miento entre niveles tiende a cero (δ → 0), describe un PC b de tamaño ﬁnito con
un estado base degenerado. Analizaremos el sistema del DPC en un régimen de pará-
metros diferentes a los anteriormente estudiados. Escogemos Ua = Ub = U , Uab = 0,
y tab  U . Las interacciones de Coulomb determinan la distribución de carga en el
DPC, y en particular no se favorece el estado ligado obtenido en el régimen en que
tab > δ debido a la ausencia de la repulsión de Coulomb entre los PCs (Uab = 0). Esto
lo podemos ver fácilmente al calcular el valor de expectación del término de energía de
interacción (ecuación 2.2) para una función de onda del DPC con un solo electrón en
cada PC o los dos electrones en el estado ligado.
Primero probaremos la validez de la ecuación 2.11 para un sistema que tiene tres
niveles cuasidegenerados (δ  tab) sobre el PC b calculando la conductancia con NRG.
Chequeamos que el procedimiento de renormalización tuvo convergencia a puntos ﬁjos
de baja energía para calcular la conductancia y la ocupación. En la ﬁgura 2.9 presenta-
mos los resultados. El voltaje de compuerta del PC a lo mantuvimos ﬁjo (Na = 1) y la
ocupación sobre el PC b la cambiamos desde cero hasta seis, por medio de su voltaje de
compuerta. Vemos que hay una excelente concordancia con las predicciones de líquido



















N = 1, N = 7
N = 2, N = 6
N = 3, N = 5
N = 4
Figura 2.10: Conductancia para diferentes valores de la ocupación en el DPC. Para una
ocupación par, la conductancia es suprimida en T < T ?K debido al segundo efecto Kondo. Los
parámetros son como en la ﬁgura 2.9.
de Fermi. Las pequeñas discrepancias entre el resultado numérico y el analítico es de-
bido a una pequeña pérdida de peso espectral en la solución numérica. Cabe resaltar
que obtuvimos resultados idénticos a los observados en la ﬁgura 2.9 para un amplio
rango de parámetros del modelo.
La ﬁgura 2.10 presenta la conductancia en función de la temperatura para diferentes
valores de la ocupación total del DPC y con los mismos parámetros de la ﬁgura 2.9.
Para un número impar de electrones en el DPC, la ocupación por espín es Nσ = N/2
y la ecuación 2.11 conduce a la conductancia máxima a temperatura cero G(T =
0) = 2e2/h. El incremento en la conductancia cuando la temperatura disminuye está
asociado a la presencia de correlaciones de Kondo que producen un apantallamiento
del espín del PC a. Las propiedades de transporte son esencialmente inalteradas por la
presencia del PC b cuando este tiene una carga par de electrones. Para un número total
par de electrones en el DPC, aparecen los dos efectos Kondo, como en el caso de un
solo nivel en el PC b, y la conductancia a temperatura cero, cae a cero. La temperatura
del segundo efecto Kondo depende generalmente del número de electrones sobre el PC
b, y es la misma para una ocupación total en el DPC de N y 8−N electrones debido
a la simetría electrón-hueco para el conjunto de parámetros considerados.
Ahora vamos a considerar el efecto del espaciamiento de niveles δ sobre la segunda
temperatura de Kondo T ?K . Cuando hay un solo electrón en el PC b, hay dos casos
límite que pueden ser resueltos. Para δ →∞ hay un solo nivel relevante sobre el PC b
y el problema se reduce al caso de un solo nivel. Para δ = 0, desarrollamos un cambio
de base sobre el estado base degenerado del PC b, tal que Ht acopla el nivel del PC a
a solamente uno de los estados de la nueva base, es decir, a la combinación simétrica
























Figura 2.11: Conductancia (panel superior) y momento magnético efectivo al cuadrado (panel
inferior) como función de la temperatura para diferentes valores del espaciamiento de energía
δ/T ?K(δ = 0) = 0, 0,004, 0,4, 3,6, 7,2 y δ →∞ sobre el PC b. Los otros parámetros son como la
Fig 2.9. Solamente para δ > T ?K(δ = 0) hay un cambio considerable de T
?
K .














nb, y nb es la degeneración del estado base. El problema se
reduce de nuevo al caso de un solo nivel pero con una amplitud de acoplamiento
túnel más grande t˜ab =
√
nbtab. Desarrollando transformaciones de Schrieﬀer-Wolﬀ
al problema de un solo nivel, obtenemos que Jab(δ = 0) = nbJab(δ → ∞), el cual
conduce a una segunda temperatura de Kondo mucho más grande en el caso de δ = 0
[T ?K(δ = 0) T ?K(δ →∞)].
Esperamos que haya un cambio de comportamiento desde una temperatura de Kon-
do grande a una pequeña cuando δ incrementa desde cero. Desarrollando transfor-
maciones de Schrieﬀer-Wolﬀ en un sistema con dos niveles en el PC b obtenemos el
hamiltoniano para el DPC aislado a primer orden en Ht y δ/U




























donde Sb`, con ` = 1, 2, son operadores de espín asociados a los niveles del PC b.
Como presentaremos más tarde, el cambio de comportamiento desde una tempera-
tura de Kondo grande a una pequeña no ocurre en δ ∼ J1, como ingenuamente podría
ser inferido desde un análisis del DPC aislado, sino a una escala de energía más pequeña
δ ∼ T ?K(δ = 0).
En la ﬁgura 2.11 graﬁcamos la conductancia y el momento magnético al cuadrado µ2
del DPC como una función de la temperatura para diferentes valores del espaciamiento
de energía en el PC b. Los parámetros son los mismos que en la ﬁgura 2.10 y el número
de electrones en el PC b es impar (3). El sistema presenta dos efectos Kondo como
podemos observar en la ﬁgura. La conductancia incrementa a temperaturas por debajo
de la primera temperatura de Kondo la cual es esencialmente independiente de δ. La
segunda temperatura de Kondo T ?K decrece cuando δ aumenta pero solamente cuando δ
excede T ?K(δ = 0). Podemos notar que para δ →∞, la segunda temperatura de Kondo
cae por debajo de un mínimo de temperatura numéricamente explorado.
Para δ = 0, el momento magnético al cuadrado presenta dos jorobas asociadas a
los dos efectos Kondo. A altas temperaturas cada nivel contribuye a µ2, en unidades
de (geµB)2, con 1/8, y en promedio µ2 = 0,5. Para kBT ∼ U se forma el momento
magnético en el PC a con un aporte a µ2 de 1/4, y en el PC b sólo sobreviven estados
con ocupación 3 3 con un aporte de 9/20, así en total µ2 = 0,7. Cuando T ∼ TK , µ2
disminuye debido al apantallamiento del espín del PC a y µ2 = 9/20 = 0,45. A más
baja temperatura, se forma un momento magnético en el nivel del PC b que corresponde
a la combinación simétrica de sus orbitales, ya que éste es el que se acopla al PC a
para ganar una energía de ∼ 3t2/U por debajo de los dos estados con ocupación cero y
doblemente ocupados. Esto hace que a temperaturas del orden de ∼ 3t2/U , los estados
cero y doblemente ocupados sean desechados. La combinación simétrica aporta a µ2
con 1/4, y los dos niveles restantes que no se acoplan al PC a contribuyen con 1/3, ya
que hay 6 posibles estados, de los cuales, dos de ellos (con proyección de espín 1 y −1)
contribuyen a µ2. En este caso µ2 = 0,583. Para T ∼ T ?K hay una bajada de µ2 debido
a que las cuasipartículas del primer efecto Kondo apantallan el momento local formado
en el PC b, y así el único aporte a µ2 proviene de los dos electrones localizados en
3El resto está suprimido por el factor de Boltzmann.
40 Transporte a través de dos puntos cuánticos acoplados lateralmente
los dos niveles no apantallados, por tanto µ2 = 1/3 = 0,333 y permanece constante a
más bajas temperaturas. En el caso en que δ 6= 0, hay dos regímenes, uno para T  δ,
donde µ2 sigue la misma física del caso δ = 0, y otro para T  δ, donde la contribución
de los dos niveles desacoplados es cero (un nivel está doblemente ocupado, y el otro
está suprimido por el factor de Boltzmann) presentando un cambio de comportamiento
rápido entre estos dos regímenes como una función de la temperatura en contraste con
la decaída suave del apantallamiento Kondo.
Como mencionamos en la sección previa, en el régimen del segundo efecto Kondo,
uno puede considerar que el momento magnético sobre el PC b se acopla a un líquido
de Fermi renormalizado de cuasipartículas formado por el apantallamiento Kondo del
momento magnético del PC a. En la próxima sección supondremos que el primer efecto
Kondo está bien desarrollado y exploraremos el cambio de comportamiento de T ?K como
una función de δ usando la teoría de bosones esclavos en la aproximación de campo
medio.
2.6.1. Teoría de campo medio (bosones esclavos)
Nuestro punto de partida es el hamiltoniano de la ecuación 2.15 para un sistema
con dos niveles sobre el PC b y un solo electrón sobre cada PC. Suponemos que el
primer efecto Kondo está bien desarrollado y tomamos la densidad de estados local
sobre el PC a como una banda no interactuante con una densidad de estados efectiva
ρef ∼ 1/pikBTK y un ancho de banda de pikBTK .
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0sσs,s′f0s′ es la densidad de espín electrónica de las
cuasipartículas del líquido de Fermi donde f †0s (f0s) crea (destruye) una cuasipartícula








Las interacciones bicuadráticas entre los seudofermiones generados por la interaccio-





iσf0σ con i = 1, 2) y una restricción sobre la ocupación del PC b
por medio de un multiplicador de Lagrange λ. La energía libre expresada en términos
de los campos bosónicos tiene un punto de silla (mínimo de energía) en el que estos
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últimos se condensan, 〈Qi〉 = 〈Q†i〉 = qi = 〈f0σb†iσ〉. En el punto de silla el hamiltoniano











λ(b†ασbασ − 1) +H ′el,
donde J˜ = J (q1 + q2). Usando las ecuaciones de movimiento de los operadores biσ (ver
apéndice B) obtenemos:































σ〈b†iσbiσ〉 es la ocupación de los diferentes niveles del PC b, G˜iiσ y G˜0iσ son
las funciones de Green en el iésimo nivel del PC b y el correlador de las cuasipartículas
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k 1/(w − ′k) ≈ −ipiρef [19].
Las integrales en las ecuaciones 2.21 a 2.23 las resolvimos analíticamente a T = 0,
y las ecuaciones resultantes de esta integración las calculamos numéricamente para las
ocupaciones de los niveles del PC b y la temperatura de Kondo T ?k = ∆˜ = piρefJ˜
2
(ver apéndice B). Los resultados los graﬁcamos en la ﬁgura 2.12 donde observamos un





2J a una temperatura de Kondo pequeña T ?K(δ → ∞) = TK2 e−
piTK
J . Para
δ ≥ T ?K(δ = 0) las ocupaciones de los niveles N1 y N2 se empiezan a diferenciar, y para
δ  T ?K(δ = 0) solamente el nivel más bajo está ocupado.
Si asociamos una ganancia de energía ∼ T ?K a la formación del efecto Kondo, para
δ pequeño es energéticamente favorable ocupar parcialmente el nivel de energía más
alto del PC b formando una combinación simétrica de los dos niveles del PC b para
incrementar la hibridación con el PC a y así la temperatura de Kondo. La energía en
este caso es ∼ −T ?K(δ = 0)+δ/2. Sin embargo, para δ > 2T ?K(δ = 0) es energéticamente
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N1
N2
Figura 2.12: Resultados de la teoría de campo medio de bosones esclavos para la ocupación
del nivel y la temperatura de Kondo como una función del espaciamiento de energía δ en el PC b.
Para δ > TK(δ = 0), llega a ser energéticamente más favorable formar las correlaciones de Kondo
con el nivel de más baja energía. Esto reduce el acoplamiento de intercambio con los electrones
del baño, y así también se reduce la temperatura de Kondo.
favorable desocupar el nivel de más alta energía (N2 → 0) a expensas de tener ganancia
de energía más baja debido al efecto Kondo −T ?K(δ →∞). Por tanto, se evidencia un
cambio de comportamiento entre los dos regímenes para δ ∼ T ?K(δ = 0).
Capítulo 3
Efecto Kondo subapantallado y
ferromagnético en arreglos de puntos
cuánticos
3.1. Introducción
Los modelos de Kondo ferromagnético y subapantallado son ejemplos de problemas
de impurezas cuánticas donde las propiedades de baja energía no pueden ser descritas
usando teorías de líquido de Fermi [20, 80]. En estos modelos, un momento magné-
tico local se desacopla asintóticamente a bajas energías de un reservorio electrónico
no interactuante, lo que conduce a un comportamiento singular en las propiedades
termodinámicas, dinámicas y de transporte de la impureza [22, 24, 74, 75, 8183]. El
momento magnético resultante, asintóticamente libre, es extremadamente sensible a un
campo magnético externo, por lo que se puede polarizar fácilmente a temperatura cero,
tal como veremos en el siguiente capítulo. El rompimiento de la degeneración de espín
por el campo magnético hace que cambie la naturaleza del estado base a un régimen
de líquido de Fermi. Esta extrema sensibilidad a campos externos podría ser usada
en dispositivos nanoscópicos para controlar el transporte eléctrico y térmico y generar
corrientes de espín [29].
La física de Kondo subapantallado se ha estudiado recientemente en junturas mo-
leculares de espín 1 y en PCs multinivel, donde los electrodos tienen un solo canal
relevante (no cuenta el espín) para el proceso de apantallamiento en un amplio ran-
go de temperaturas [23, 68, 73, 84]. Sin embargo, en estos sistemas, el acoplamiento
a un segundo canal no se puede descartar por consideraciones de simetría. También
se han presentado estudios teóricos que muestran que en dispositivos que están con-
formados por tres PCs en una conﬁguración de estrella 1 conducen a un modelo de
1Esta conﬁguración es análoga a la que presentamos en la ﬁgura 3.1.
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Kondo ferromagnético de espín 1/2 [2528]. La fabricación en un laboratorio de tal
dispositivo permitiría la primera observación de la física de Kondo ferromagnética. En
este capítulo mostramos que al adicionar varios PCs acoplados lateralmente a otro
PC central (este último está acoplado a dos electrodos), se puede usar para construir,
bajo los parámetros apropiados, el modelo de Kondo ferromagnético para un espín
L = (N − 1)/2, donde N es el número de PCs acoplados lateralmente, y el modelo de
Kondo subapantallado para un espín S = N/2.
En el régimen en que el acoplamiento entre el PC central y los electrodos es débil
en comparación al acoplamiento entre el PC central y los laterales, las propiedades
a bajas energías son dominadas por el estado base multidegenerado del arreglo de
los PCs aislados de los electrodos, el cual, como presentaremos abajo, tiene espín L =
(N−1)/2 y está acoplado ferromagnéticamente a los electrodos. En el régimen opuesto,
el momento magnético del PC central es apantallado a través de un efecto Kondo regular
conduciendo a un líquido de Fermi local de cuasipartículas [20]. Los PCs laterales
forman un espín S = N/2 que está acoplado antiferromagnéticamente al PC central.
Para apantallar completamente el momento magnético a través de un apantallamiento
Kondo se necesitarían 2S canales de electrones de conducción. Mostraremos que sólo
hay un canal de conducción y por lo tanto sólo puede apantallar parcialmente este
espín. En ambos regímenes y en el cruce entre ellos hay un momento magnético local
asintóticamente libre L = (N − 1)/2 a bajas energías.
Calculamos numéricamente las propiedades del dispositivo poniendo hasta 5 PCs
laterales, y obtenemos un comportamiento logarítmico en las propiedades dinámicas y
termodinámicas en los regímenes de Kondo ferromagnético y subapantallado, y en el
cruce entre ellos.
Publicamos los siguientes resultados en [85].
3.2. Modelo
Consideramos N+1 PCs con un solo nivel relevante en cada PC 2 acoplados en una
conﬁguración de estrella (ver la ﬁgura 3.1). El dispositivo es descrito por el siguiente
hamiltoniano [28]:
H = HC +Ht +HV +Hel . (3.1)











2Para un PC suﬁcientemente pequeño, las propiedades de transporte están gobernadas por su
orbital desocupado más bajo o por su orbital ocupado más alto.
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Figura 3.1: Representación esquemática de un dispositivo conformado por cinco PCs en una
conﬁguración de estrella. Las energías de carga U` y los acoplamientos túnel t` para cada PC
están indicadas en la ﬁgura. VD y VI son los acoplamientos túnel de los electrodos derecho e
izquierdo al PC central, respectivamente.
donde nˆ`σ = d
†
`σd`σ es el operador número del electrón del `-ésimo PC, U` > 0 es su
energía de carga, y σ la proyección de espín a lo largo del eje Zˆ. La energía del nivel se
puede controlar externamente por medio de un voltaje de compuerta Vg`, ε` ' −Cg`Vg`,

























describe el acoplamiento túnel entre el PC central y los electrodos derecho (D) e iz-
quierdo (I), los cuales son modelados por dos gases de Fermi no interactuantes como
en la ecuación 2.4.
3.3. Hamiltonianos a baja energía
3.3.1. Impureza desacoplada de los conductores
Primero analizaremos la naturaleza de los autoestados del hamiltoniano HPC =
HC + Ht, el cual describe el sistema de los PCs desacoplados de los electrodos. Nos
enfocamos en el régimen de un solo electrón promedio en cada PC, y desarrollamos una
transformación de Schrieﬀer-Wolﬀ [válida para ε` < 0, ε` +U` > 0 y t`  mı´n(|ε`|, ε` +
U`)] para desacoplar los estados vacío y doblemente ocupado de alta energía sobre cada
PC.
A segundo orden sobre el término de acoplamiento túnel Ht, el hamiltoniano que-
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da de la siguiente forma HPC = HJ + HW + HC donde HW describe interacciones
densidad-densidad entre el PC central y los laterales [77], y HJ describe la interacción













d`σ′ y σ es un vector compuesto por las matrices de Pauli σ =






(U0 + U`)2 − 4(ε0 − ε`)2
)
. (3.6)
Para el hamiltoniano de espín de la ecuación 3.5, podemos deﬁnir dos subredes donde
no haya interacción entre espines en la misma subred, una formada por el PC central
(subred A) y otra formada por los PCs laterales (subred B). Bajo estas condiciones,
el teorema de Lieb-Mattis [86] postula que el estado base del sistema tiene espín total
L = |SA−SB|, donde SA (SB) es el valor máximo posible del espín total de la subred A
(B). Esto implica que el estado base del sistema de los PCs aislados tendrán un espín
total L = (N − 1)/2.
Si consideramos acoplamientos idénticos J` = J entre los PCs, el hamiltoniano
de espín se reduce a un acoplamiento de intercambio ferromagnético HJ → JS0 · SD
entre el espín del PC central y el espín total de los PCs laterales SD =
∑N
`=1 S`
y ésto lo podemos resolver analíticamente. Los autoestados de HJ los obtenemos al
adicionar el momento angular de las dos subredes L = S0 + SD. Usando JS0 · SD =
J(L2 − S2D − S20)/2 obtenemos los correspondientes autovalores:
EL=SD± 12 = −
J
2
(∓(SD + 12) + 12). (3.7)
El mínimo de energía se obtiene cuando SD toma su máximo valor posible, o sea
SD = N/2, el cual resulta en L = (N − 1)/2 como era de esperarse del teorema de




SD + Lm +
1
2
|↓〉|SD, Lm + 12〉
−
√
SD − Lm + 12 |↑〉 | SD, Lm − 12〉
)
, (3.8)
donde SD = N/2, |σ〉 y |SD, Sz〉 son los autoestados de S20 y S2D respectivamente, con
proyecciones σ y Sz a lo largo del eje zˆ, y Lm es la proyección del momento angular
total a lo largo del mismo eje.
3.3 Hamiltonianos a baja energía 47
3.3.2. Hamiltoniano de Kondo ferromagnético
En esta subsección, adicionaremos los acoplamientos a los electrodos y presenta-
remos que, bajo los parámetros adecuados, el modelo de Kondo ferromagnético para
un impureza de espín L = (N − 1)/2 describe la dinámica de espín a baja energía del
dispositivo con N + 1 PCs. Para este ﬁn, es conveniente reescribir el acoplamiento del










kν |Vkν |2 y c1σ = 1V
∑
kν Vkνckνσ destruye un electrón sobre el estado |Ψ1〉 de
los electrodos acoplados al PC central.
Para calcular el acoplamiento ferromagnético, desarrollamos teoría de perturbacio-
nes en HV (transformadas de Schrieﬀer-Wolﬀ) despreciando términos de potenciales
de dispersión y reteniendo solamente el acoplamiento magnético de los electrones de la
banda y el estado base multidegenerado del arreglo de PCs aislados (ver ecuación 3.8).
Siguiendo la notación y el procedimiento de la referencia [28] para J` = J obtenemos
el acoplamiento de intercambio que está dado por
JK =





)2 − (Lm + 12)2
,
donde L = SD − 1/2 = (N − 1)/2, Eg = EL=SD−1/2, y hemos despreciado la energía
de los electrones de conducción, ya que es muy pequeña comparada con la energía de
carga. Finalmente obtenemos un acoplamiento ferromagnético
JK = − 16V
2
(N + 1)(J(N + 2) + 2U0)
, (3.10)
para el hamiltoniano de Kondo









c1σ′ es el operador de espín del estado localizado de los electro-
dos. Este resultado extiende el análisis de N = 2 de Baruselli el al. [28] a cualquier valor
de N , suponiendo que el estado base multidegenerado de los PCs aislados es solamente
relevante a bajas energías. Como veremos abajo, esto no es el caso si el acoplamiento
a los electrodos es fuerte.
Para presentar esto, desarrollamos transformaciones de Schrieﬀer-Wolﬀ tomando
HV como perturbación sin proyectar al estado base multidegenerado de los PCs aisla-
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J`S0 · S` + JV S0 · s +Hel, (3.12)
donde JV = 8V 2/U0 es un acoplamiento antiferromagnético. Para llegar a la ecuación
3.12, hemos descartado términos de potencial de dispersión por simplicidad, y hemos
supuesto que NJ`  U0. En el caso en el cual J` = J  JV , la física de baja energía
está dominada por el estado base del arreglo de PCs aislados, y proyectamos H1 en sus
estados multidegenerados como: H1 → 〈m|H1|m′〉 donde |m〉 ≡ |L,Lm〉. Después de la
proyección, el primer término de H1 es una constante que descartamos. La proyección
del segundo término se puede evaluar usando el siguiente resultado basado en el teorema
de Wigner-Eckart [87]:
〈m|S0|m′〉 = 〈m|S0 · L|m〉
L(L+ 1)
〈m|L|m′〉, (3.13)
el cual para los estados de la ecuación 3.8 es
〈m|S0|m′〉 = − 1
N + 1
〈m|L|m′〉. (3.14)
El signo menos de los coeﬁcientes de proporcionalidad entre S0 y L conduce a un
acoplamiento ferromagnético JK = −JV /(N + 1) entre s y L recobrando así el hamil-
toniano HK como en la ecuación 3.11. Es de notar, sin embargo, que para calcular JV
hemos supuesto NJ  U0. Si este no fuese el caso, obtendríamos JV = 16V 2(N+2)J+2U0 y
recobramos el acoplamiento Kondo de la ecuación 3.10 para el caso de J` = J .
En la situación general en que los J` no son todos idénticos, el hamiltoniano HJ
ya no conmuta con S2D. El estado base del arreglo de los PCs aislados (descrito por
la ecuación 3.5) es, para un dado Lm, una superposición de los N estados que tienen
momento angular de espín L = (N − 1)/2 de las cuales uno solo tiene SD = N/2
mientras los N − 1 estados restantes tienen SD = N/2 − 1. Ésto lo podemos escribir
como
|L〉 = cos θ|L, SD = N2 〉+ sin θ|L, SD = N2 − 1〉 (3.15)












el cual, como presentaremos en la siguiente sección, es siempre ferromagnético y logra
su máximo valor absoluto para acoplamientos uniformes (J` = J). El mínimo valor
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absoluto de JK es cero y se obtiene en el límite donde uno de los acoplamientos J`
domina sobre los otros (por ejemplo J`6=1/J1 → 0).
3.3.3. Prueba de JK < 0
En esta sección mostraremos que el acoplamiento Kondo de la ecuación 3.16 es
siempre ferromagnético para cualquier valor de N y J` > 0. Para calcular JK de la
ecuación 3.16, solamente necesitamos obtener el coeﬁciente θ de la función de onda de
los PCs aislados (ver ecuación 3.15). Esto lo podemos calcular diagonalizando la matriz
hamiltoniana de N×N asociada al subespacio del estado base, la cual es analítica para
cualquier N solamente en pocos casos de alta simetría. Sin embargo, para mostrar que
el acoplamiento es ferromagnético, es suﬁciente obtener una cota inferior para el valor









| ↓↑ · · · ↑〉 − | ↑ · · · ↑↓
i
↑ · · · ↑〉
)
, (3.18)
son singletes entre el PC central y el i-ésimo PC lateral, con el resto de los espines
paralelos. Aquí |a0a1 · · · aN〉 es un estado en la base de Fock donde la proyección de
espín a lo largo del eje zˆ para el espín 1/2 de cada PC son dados por el a`. Los |Si〉
forman una base no ortogonal del subespacio con momento angular total L = (N−1)/2.
Dado lo anterior, un cálculo variacional en los αi es exacto para la función de onda
del estado base. Al aplicar HJ a la función de onda propuesta, obtenemos la siguiente
















































α2i = 1. (3.21)
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Ya que todos los coeﬁcientes en forma cuadrática de la ecuación 3.20 tienen el mismo
signo negativo, los αi que minimizan esto deben tener el mismo signo y, sin pérdida de
generalidad, podemos escogerlos positivos (αi > 0). Los coeﬁcientes θ los calculamos
al proyectar |Ψ〉 sobre el estado







el cual conduce a









































Combinando las ecuaciones 3.26 y 3.24, ﬁnalmente obtenemos que JK ≤ 0, demostran-
do que el acoplamiento siempre es ferromagnético. Cuando uno de los acoplamientos
domina sobre los otros, J 6`=1/J1 → 0 tenemos α1 = 1, α` 6=1 = 0 y JK = 0. El valor
máximo de JK en valor absoluto se obtiene cuando los acoplamientos son simétricos




y JK = −JV /(N + 1).
3.3.4. Régimen del efecto Kondo en dos etapas
La proyección de H1 al estado base multidegenerado de los PCs aislados lo podemos
justiﬁcar si la diferencia de energía entre el estado base y el primer estado excitado es
mucho más grande que el acoplamiento a los electrodos. En la situación opuesta donde
JV  J`, la física a baja energía ya no puede ser descrita por el hamiltoniano de Kondo
ferromagnético. Para J` → 0 el modelo se reduce al hamiltoniano de Kondo usual de
espín 1/2 y el momento magnético local del PC central se apantalla a temperaturas
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ρ0JV exp[−1/ρ0JV ], (3.27)
donde D es el semiancho de banda de los electrones de conducción, y ρ0 es la densidad
local de estados de los electrodos en el estado efectivo |Ψ1〉 evaluado en el nivel de Fermi.
Como ya presentamos en la sección 1.3 y en 2.5, la densidad local de estados en el PC
central presenta una resonancia de Abrikosov-Suhl de ancho ∼ kBT 0K , y las propiedades
a bajas energías pueden ser descritas por un líquido de Fermi de cuasipartículas. Si
ahora retornamos al caso donde J` = J  kBT 0K los espines locales sobre los PCs
laterales se acoplan antiferromagnéticamente al líquido de Fermi local renormalizado
en el PC central. Esta situación ya ha sido analizada para el caso de N = 1 usando
NRG y una aproximación de campo medio de bosones esclavos en la referencia [41].
La principal conclusión es que para J < kBT 0K hay un segundo efecto Kondo con una
temperatura característica:
T ?K ∼ T 0K exp[−pikBT 0K/J ], (3.28)
la cual corresponde a un efecto Kondo debido al acoplamiento antiferromagnético J
entre un espín 1/2 y el líquido de Fermi formado en el PC central. Como presentaremos
más tarde, para N > 1 la situación es análoga a el caso de N = 1 en el régimen de
J  kBT 0K . La principal diferencia es que para N = 1 el espín sobre el PC lateral se
apantalla completamente, mientras que para N > 1 el canal de electrones de conduc-
ción disponible en el PC central es incapaz de apantallar completamente los momentos
magnéticos locales sobre los PCs laterales, conduciendo a un efecto Kondo subapanta-
llado. Un análisis numérico presenta que la temperatura característica del efecto Kondo
subapantallado está bien descrita por la ecuación 3.28.
3.4. Resultados numéricos
En esta sección, calculamos las propiedades termodinámicas y espectrales, por me-
dio del método FDM-NRG y el truco z para mejorar la precisión en las propiedades
a bajas temperaturas y tener alta resolución en las densidades espectrales respectiva-
mente. Como antes, la hibridación entre el PC central y los electrodos es ∆ = piρ0V 2
independiente de la energía dentro del rango [−D,D], donde D es el semiancho de
banda de los electrones de conducción en los electrodos. En lo que sigue, seleccionamos
las unidades de energía tal que D = 1, y tomamos el nivel de Fermi en F = 0.
52


















































Figura 3.2: Densidad espectral del PC central acoplado a dos PCs laterales (N = 2). Los
parámetros son U` = U = 0,4, ε` = −U/2, ∆ = 0,04pi y t` = t = 0, 0,015, 0,02, 0,025, 0,03,
0,05, 0,07, 0,09, 0,11, y 0,13. Recuadro izquierdo: gráﬁca de A0(ω)
−1/2 como función del ln(ω)
para clariﬁcar el comportamiento singular de la densidad espectral a bajas energías para t 6= 0.
Recuadro derecho: densidad espectral a baja energía para t` = t = 0, 0,015, 0,02, 0,025, y 0,03.
3.4.1. Cruce desde el efecto Kondo ferromagnético al subapan-
tallado (N = 2)
En la ﬁgura 3.2 graﬁcamos la densidad espectral a temperatura cero del PC central
A0(ω, T = 0) en un dispositivo con N = 2, con los PCs idénticos (U` = U , ε` =
−U/2) para diferentes valores del acoplamiento entre el PC central y los PCs laterales
t` = t. En este régimen de parámetros, hay un solo electrón promedio sobre cada PC.
Para t = 0, obtenemos una resonancia de Kondo en el nivel de Fermi asociado con
el apantallamiento del momento magnético del PC central. El ancho en la mitad del
máximo de la resonancia es ∼ kBT 0K y su amplitud en el nivel de Fermi es A0(ω = 0) =
2/pi∆ de acuerdo a las reglas de suma de Friedel [88] para el modelo de Anderson. Hay
también dos picos en ω ' ε0, y U + ε0 asociados a ﬂuctuaciones de carga.
Cuando incluimos un pequeño acoplamiento t entre PCs, se genera una depresión
en la densidad espectral que va hasta cero en el nivel de Fermi a temperatura cero.
Esta depresión la podemos interpretar en términos de un hueco de Kondo formado
como consecuencia del acoplamiento fuerte entre los PCs laterales y el PC central.
Para N = 2, la depresión en la densidad espectral es contrario a lo que uno espera
de la teoría de líquido de Fermi y el teorema de Luttinger [89], el cual, como vimos
en el capítulo anterior, predice que para este sistema dentro del límite del ancho de
banda, la densidad espectral depende de la ocupación total del sistema (ver ecuación
2.9). Cuando la ocupación promedio del PC central es 1 y la de los laterales es impar,
























Figura 3.3: Comportamiento de la escala de baja energía kBT0 como una función del acopla-
miento antiferromagnético entre el PC central y los laterales J = 4t2/U para un sistema con dos
PCs laterales. Los otros parámetros son como la ﬁgura 3.2. Las líneas representan el comporta-
miento de la temperatura de Kondo en los dos regímenes correlacionados. La línea entrecortada
es la escala de Kondo para un modelo ferromagnético, y la línea sólida es un ajuste usando la
fórmula para la segunda temperatura de Kondo (ver ecuación 3.28) con los parámetros ajustados
c1 = 0,9, c2 = 3,8.
la densidad espectral debería ir a cero, y para cuando la ocupación en los PCs laterales
es par, la densidad espectral debería ir como 2/pi∆. Para t > 1 la densidad espectral de
la ﬁgura 3.2 claramente no satisface la ecuación 2.9 ya que la densidad espectral es cero
a pesar que la ocupación total en los PCs laterales es par. Esto indica que la densidad
espectral se comporta como un no líquido de Fermi (NLF) y la integral de Luttinger no
es cero [90]. En el recuadro izquierdo de la ﬁgura 3.2 se presenta [A0(ω)]−1/2 como una
función del ln(ω), la cual tiene un comportamiento lineal a bajas energías consistente
con un comportamiento singular de la forma
A0(ω → 0) ' b
ln2(|ω|/kBT0)
, (3.29)
como es esperado para modelos de Kondo ferromagnético y subapantallado [24, 69].
La amplitud de la depresión aumenta cuando incrementa t (ver recuadro derecho de la
ﬁgura 3.2) y la resonancia de Kondo desaparece. Para t suﬁcientemente grande el efecto
Kondo asociado con el apantallamiento del PC central no se desarrolla y el sistema se
encuentra en un régimen de Kondo ferromagnético. El comportamiento de la escala de
baja energía kBT0 como una función de J = 4t2/U da cuenta del cruce entre el efecto
Kondo subapantallado en dos etapas y el efecto Kondo ferromagnético para J ∼ kBT 0K .
Ajustando los valores de b y T0 de la ecuación 3.29 por medio de los datos numéricos
cuando ω → 0 de la ﬁgura 3.2, obtenemos T0 como función de J , la cual la graﬁcamos
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Figura 3.4: Momento magnético al cuadrado de un dispositivo de tres PCs como una función
de la temperatura para diferentes valores del acoplamiento t entre el PC central y los laterales.
Todos los parámetros son iguales a la ﬁgura 3.2, excepto para la curva t = 0 la cual no se muestra
en esta ﬁgura. En el régimen del efecto Kondo subapantallado (4t2/U  kBT 0K) se visualizan
dos picos, mientras que en el régimen del efecto Kondo ferromagnético (4t2/U  kBT 0K) hay un
solo pico. Los valores esperados de µ2 en cuatro casos límites (ver texto) están indicados en el
eje derecho. En todo el rango de valores de t, el comportamiento a baja energía es logarítmico
como mostramos en el recuadro.
en la ﬁgura 3.3. La dependencia de T0 con J para J  kBT 0K es consistente con el
régimen de Kondo subapantallado T0 ∼ T ?K (ver ecuación 3.28). Para J  kBT 0K , la
escala de temperatura T0 es consistente con un régimen de Kondo ferromagnético con
un acoplamiento JK dado por la ecuación 3.10.
Los regímenes del efecto Kondo ferromagnético y subapantallado también se pueden
identiﬁcar a través de la contribución a la susceptibilidad magnética χ por la tempera-
tura, o el momento magnético al cuadrado µ2 del arreglo de los PCs como una función
de la temperatura. En la ﬁgura 3.4 dibujamos µ2 como una función de la temperatura.
En el régimen de alta temperatura (kBT  U, t, ∆), todos los estados del arreglo de
los PCs son igualmente probables, lo cual conduce a µ2 ∼ 3/8, donde cada PC con-
tribuye con ∼ 1/8 al momento magnético. Para J  kBT 0K , µ2(T ) tiene dos picos en
función de la temperatura. El pico de alta temperatura en T ∼ U/kB está asociado
con la formación de un momento magnético de espín 1/2 sobre cada uno de los PCs,
el cual para tres PCs aislados conducirían a un incremento de µ2 de 3/4. El apanta-
llamiento Kondo del momento magnético del PC central hace que µ2 decrezca cuando
la temperatura disminuye, el cual para cuando J → 0 llegaría a un valor constante de
1/2 asociado con los dos momentos magnéticos desacoplados restantes sobre los PCs
laterales. El pico a baja temperatura en µ2 es debido al acoplamiento de los momentos
magnéticos (a través del PC central) para formar un estado triplete con espín 1 (el
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momento magnético que está asociado a un espín 1 es 2/3). A más bajas temperaturas,
el triplete de espín es parcialmente apantallado por las cuasipartículas de Kondo del
PC central, conduciendo a un momento magnético residual µ20 = 1/4 cuando T → 0,
debido a un espín 1/2 asintóticamente libre.
Cuando incrementamos J (debido al incrementar t), decrece la amplitud de los dos
picos en µ2, y para J ≥ kBT 0K el pico a baja temperatura desaparece. En el último
régimen, los momentos magnéticos de los PCs se acoplan para formar un espín 1/2 a
una temperatura de T ∼ J/kB, y los dos procesos de apantallamiento en el régimen de
J  kBT 0K no toman lugar. El espín 1/2, el cual está acoplado ferromagnéticamente
a los electrodos, se desacopla asintóticamente a medida que la temperatura disminuye
[91], conduciendo a un momento magnético µ20 = 1/4. a temperatura cero.
En todo el rango explorado de valores de t 6= 0, el momento magnético a bajas







como era de esperarse de las soluciones de las funciones de prueba de Bethe de los
modelos de Kondo ferromagnético y subapantallado [9294]. Esto lo mostramos en el
recuadro de la ﬁgura 3.4 graﬁcando (µ2 − µ20)−1 en función de ln(T ). Ajustando los
datos para µ2 con la expresión de la ecuación 3.30, encontramos que µ20 ' 1/4 y una
escala de temperatura T˜0 ∼ T0.
3.4.2. Dependencia de las propiedades a baja energía con el
número de PCs laterales
Para reducir el costo computacional de los cálculos numéricos, en lo que sigue consi-
deraremos un acoplamiento débil entre el PC central y los laterales donde desacoplamos
los grados de libertad del estado vacío y doblemente ocupado en los PCs laterales, y así
describiremos el acoplamiento entre PCs por medio de la ecuación 3.5. Por simplicidad,
también enfocaremos nuestro análisis para el caso donde hay simetría electrón-hueco y
J` = J . También hemos chequeado numéricamente que nuestras conclusiones se man-
tienen para un amplio rango de parámetros donde estas condiciones no son satisfechas,
rompiendo la simetría electrón-hueco y la simetría de los acoplamientos de intercambio.
El análisis de la sección previa se puede extender para cualquier número de PCs
laterales. Como presentamos en la sección 3.3.3, para un acoplamiento débil del PC
central con los electrodos kBT 0K  J , el hamiltoniano a baja energía del sistema es un
modelo de Kondo ferromagnético para un espín L = (N − 1)/2, lo cual no es cierto
para la situación opuesta J  kBT 0K . En este último caso, cuando la temperatura
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Figura 3.5: Densidad espectral del PC central A0(ω) para un dispositivo con N = 1, 2, 3, 4, y
5 PCs laterales. Los dispositivos están en el régimen de Kondo de dos etapas J = 0,004D. Los
otros parámetros son U0 = 0,4D, ε0 = −0,2D, y ∆ = 0,04piD. Recuadro izquierdo: gráﬁca de
A0(ω)
−1/2 como función de ln(ω) para visualizar mejor el comportamiento singular de la densidad
espectral a bajas energías para N > 1. Recuadro derecho: ampliación de la densidad espectral a
baja energía.
disminuye por debajo de T 0K , el momento magnético del PC central se apantalla, y
a más bajas temperaturas (T < J/kB) se forma un momento magnético S = N/2
en los PCs laterales, el cual es parcialmente apantallado debajo de una temperatura
característica ∼ T ?K  T 0K .
En la ﬁgura 3.5 graﬁcamos la densidad espectral del PC central para sistemas que
tienen hasta cinco PCs laterales. Los sistemas están en el régimen de Kondo en dos
etapas, y A0(ω) presenta las mismas características cualitativas para todos los valores
de N . Hay dos picos de transferencia de carga posicionados en ω = 0, U + 0 y un
pico central de ancho kBT 0K con una depresión en el nivel de Fermi de ancho ∼ kBT ?K .
Debido a la simetría electrón-hueco, la densidad espectral presenta un hueco en el nivel
de Fermi, lo cual contradice lo esperado de la teoría de líquido de Fermi visto en la
sección 2.4 para N par. Además el estado base para cualquier N > 1 no es un líquido de
Fermi. El recuadro derecho de la ﬁgura 3.5 presenta que el comportamiento cuadrático
esperado para un líquido de Fermi sólo se presenta para cuando N = 1. Para valores
más grandes de N la densidad espectral se atenua logarítmicamente de la forma de la
ecuación 3.29, lo cual es conﬁrmado al graﬁcar A0(ω)−1/2 como una función de ln(ω)
(ver recuadro izquierdo de la ﬁgura 3.5).
En la ﬁgura 3.6 graﬁcamos la densidad espectral en el régimen de Kondo ferromag-
nético para un sistema que tiene hasta cinco PCs laterales. Aquí no hay resonancia de
Kondo, pero hay una supresión de la densidad espectral a bajas energías. Para ω → 0,












































Figura 3.6: Como la ﬁgura 3.5 para dispositivos con N = 2, 3, 4, y 5 PCs laterales en el régimen
de Kondo ferromagnético J = 0,4D. Recuadro izquierdo: gráﬁca de A0(ω)
−1/2 como función de
ln(ω) para visualizar mejor el comportamiento singular de la densidad espectral a bajas energías
para N > 1. Recuadro derecho: dependencia en N de la escala de baja energía kBT0. Datos
numéricos (puntos rojos rellenos) y la teoría (línea verde entrecortada).
se obtiene un comportamiento logarítmico (ver recuadro izquierdo de la ﬁgura 3.6) con
una escala característica T0 que es presentada en el recuadro izquierdo de la ﬁgura. T0
presenta un comportamiento como T0 ∼ D/kB
√|ρ0JK | exp(−1/ρ0JK), donde JK está
dado por la ecuación 3.10, la cual graﬁcamos en el recuadro derecho de la ﬁgura 3.6 en
función de N como una línea entrecortada.
Las propiedades termodinámicas a baja energía presentan un comportamiento di-
ferente como función de la temperatura en el régimen de Kondo en dos etapas y ferro-
magnético. La ﬁgura 3.7 presenta el momento magnético al cuadrado µ2(T ) del arreglo
de los PCs como una función de la temperatura. También presentamos, como una re-
ferencia, los valores de µ2(T ) para los PCs desacoplados de los electrodos (V = 0).
Como es de esperarse, tanto en el régimen de Kondo subapantallado y ferromagnético,
los límites de bajas y altas temperaturas coinciden con los resultados del arreglo de
los PCs aislados. En el límite en que T → 0 en ambos regímenes el arreglo de los PCs
tienen un momento magnético igual a µ20 = µ
2(T = 0) = L(L + 1)/3 = (N2 − 1)/12
como era de esperarse para un espín L = (N − 1)/2 ferromagnéticamente acoplado a
los electrodos y para un espín S = N/2 subapantallado por las cuasipartículas del PC
central. En el límite opuesto, kBT  V, J`, U0 el arreglo de PCs se desacopla efectiva-
mente de los electrodos y entre ellos mismos, de tal forma que hay una contribución al
momento magnético de N/4 de los PCs laterales y 1/8 del PC central conduciendo a
un µ2(T →∞) = (2N+1)/8. En ambos regímenes y a bajas temperaturas, µ2 tiene un
comportamiento logarítmico como se describe en la ecuación 3.30 con µ20 ' (N2−1)/12
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Figura 3.7: Momento magnético al cuadrado del arreglo de PCs para dispositivos con N =
2, 3, 4, y 5 PCs laterales. a) Régimen de Kondo en dos etapas (J = 0,004D). b) Régimen de
Kondo ferromagnético (J = 0,4D). Los otros parámetros son como en la ﬁgura 3.5. Las líneas
entrecortadas corresponden a un momento magnético al cuadrado para el arreglo de los PCs
aislados (V = 0).
y T˜0 ∼ T0.
En el régimen de Kondo ferromagnético, µ2 tiene mínimas diferencias con los resul-
tados de los PCs aislados. El acoplamiento a los electrodos produce una pequeña des-
viación que se atenua logarítmicamente cuando la temperatura disminuye, y el arreglo
de PCs se desacopla de forma efectiva de los electrodos. Sin embargo, en el régimen de
Kondo subapantallado, el comportamiento de µ2(T ) es más complejo ya que aparecen
los dos procesos de apantallamiento. Para kBT ≤ U0 se forma un momento magnético
en el PC central conduciendo a un incremento en µ2, el cual a más bajas temperaturas
es apantallado por los electrones de conducción. Para energías térmicas más bajas que
J , los espines de los PCs laterales forman un momento magnético asociado con un espín
S = N/2 conduciendo a un pico en µ2 de amplitud ∼ N(N + 1)/12 para kBT ∼ J . A
más bajas temperaturas, se apantalla parcialmente el momento magnético conduciendo
a una reducción logarítmica de µ2.
Capítulo 4
Filtro de espín y poder termoeléctrico
en dispositivos de múltiples puntos
cuánticos
4.1. Introducción
La espintrónica [95, 96] es la rama de la física que se encarga de aprovechar los grados
de libertad del espín electrónico para aplicaciones en la transmisión y almacenamiento
de la información, y operaciones computacionales cuánticas y clásicas. La principal
ventaja de usar el espín electrónico es su baja disipación y la gran velocidad con
que se pueden manipular sus grados de libertad para alguna operación [97]. Un paso
clave hacia la implementación de dispositivos espintrónicos, es la habilidad de generar e
inyectar corrientes de espín en materiales semiconductores [95, 96, 98, 99]. Una corriente
de espín se puede inyectar a través de contactos ferromagnéticos o directamente en el
material no magnético al aplicar un campo magnético externo.
Ha habido muchas propuestas para generar corrientes de polarización de espín usan-
do PCs basados en heteroestructuras semiconductoras. Estas propuestas generalmente
involucran pequeños PCs donde un solo nivel electrónico es relevante para las propie-
dades de transporte a bajas energías. En el régimen donde el nivel está ocupado con un
solo electrón, un campo magnético puede polarizar el espín del electrón produciendo
una transmitancia a través de él, que depende de la proyección del espín. Sin embargo,
para obtener una gran polarización de espín en la corriente, se necesitan grandes cam-
pos magnéticos y una posición precisa del nivel de energía. La energía asociada con
separación Zeeman necesita ser del orden de la hibridación y el nivel del PC debe estar
cerca a la resonancia con el nivel de Fermi de los electrodos. Otras propuestas basadas
en dispositivos de múltiples PCs usan efectos de interferencia para generar corrientes
de polarización de espín, aplicando un campo magnético externo tal que se produce
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una interferencia destructiva para en una de las componentes de espín y conduce a la
anulación de la transmitancia [100102].
Medidas del poder termoeléctrico en junturas moleculares [103] y la observación del
efecto Seebeck de espín en conductores magnéticos [104] generaron numerosos estudios
sobre la generación térmica de corriente de carga y espín en dispositivos nanoscópicos
[29, 105113]. El efecto Seebeck de espín se podría usar para generar una corriente
de espín pura en dispositivos moleculares o de PCs, por ejemplo sin que tenga una
corriente de carga asociada [112]. Ya hace varios años se sabía que un pico agudo en
la densidad de estados cerca al nivel de Fermi podría conducir a un mejoramiento del
poder termoeléctrico [114]. El desfasaje del pico de Abrikosov-Suhl en PCs del nivel
de Fermi es mucho menor a la energía de Kondo (∼ kBTK), el cual se traduce en
una pequeña asimetría electrón-hueco y así a una pequeña respuesta termoeléctrica a
bajas temperaturas [108]. Otras variedades del efecto Kondo con impurezas de más alta
simetría, como el caso de SU(4), el cual se puede observar en nanotubos de carbono,
tienen una resonancia de Abrikosov-Suhl cuyo desfasaje del nivel de Fermi es orden de
la energía de Kondo produciendo una gran respuesta termoeléctrica de carga [113, 115].
Sin embargo, para obtener una gran respuesta termoeléctrica de espín en estos sistemas
Kondo, se debe obtener un desdoblamiento Zeeman más grande que la energía de
Kondo.
En dispositivos donde un espín se desacopla asintóticamente del baño electrónico
de los conductores a bajas temperaturas (como el efecto Kondo subapantallado y el
ferromagnético), se ha evidenciado que este espín fácilmente se puede polarizar con
un campo magnético externo, la cual presenta una gran respuesta en propiedades de
magnetotransporte y efectos termoeléctricos de espín [29, 83, 116].
En este capítulo estudiamos las propiedades termoeléctricas del dispositivo descrito
en el capítulo 3, paraN = 2, donde se puede obtener un efecto Kondo subapantallado de
espín 1, o un efecto Kondo ferromagnético de espín 1/2 [2528, 85, 117], dependiendo de
los parámetros. Demostramos que estos dispositivos se pueden utilizar como ﬁltros de
espín y generar térmicamente una corriente polarizada en espín. También encontramos
que en el régimen de Kondo ferromagnético, las propiedades singulares aparecen a
una escala de energía mucho más grande que en el régimen de Kondo subapantallado,
haciendo del primero más adecuado para la observación experimental de estos efectos.
Los siguientes resultados los publicamos en [118].
4.2. Modelo
El hamiltoniano que gobierna este dispositivo es el mismo que la ecuación 3.1, sólo
que en este caso hay que añadirle el término Zeeman que depende de la proyección de




z, donde ` etiqueta el correspondiente PC.



























Figura 4.1: Conductancia como función de la temperatura para diferentes valores del acopla-
miento túnel t. t/D toma los valores 0,012, 0,014, 0,016, 0,018, 0,02, 0,025, 0,05 y 0,1. Los otros
parámetros son U = 0,4D, V = 0,2D y ` = −U/2. Recuadro: ﬁgura de G−1/2 como función
de ln(kBT/T
0
K) para una mejor observación del comportamiento singular de la conductancia a
bajas energías para t 6= 0.
4.3. Propiedades de transporte
Las propiedades de transporte y las fórmulas que las gobiernan están descritas en
la sección 1.5.
4.3.1. Conductancia
Primero analizamos el comportamiento de la conductancia como una función de la
temperatura para diferentes valores del acoplamiento entre PCs t. El sistema presen-
ta, como una función de t, un cruce entre el régimen de Kondo ferromagnético, para
valores grandes de t, a un régimen de Kondo en dos etapas para valores pequeños de
t. En la ﬁgura 4.1 graﬁcamos la conductancia a través del dispositivo de tres PCs en
una situación en la que hay simetría electrón-hueco (` = −U/2) como una función de
la temperatura para diferentes valores del acoplamiento túnel t. Para valores pequeños
de t y a medida en que la temperatura disminuye, evidenciamos un aumento en la
conductancia hasta alcanzar el valor de G ∼ G0 = 2e2/h para T ≤ T 0K , donde recor-
damos que T 0K es la temperatura de Kondo para el PC central. A temperaturas por
debajo de una temperatura característica T0, se forma el efecto Kondo subapantallado
y la conductancia decrece de nuevo a G ∼ 0 para T  T0. Cuando t incrementa, T0
también lo hace y la meseta de alta conductancia desaparece. Para t suﬁcientemente
grande, la meseta no se evidencia pero la conductancia disminuye monótonamente. En
este caso el sistema se encuentra dominado por la física de Kondo ferromagnético. En
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Figura 4.2: Conductancia G en función de la ocupación total N de los PCs. a) Conductancia
para diferentes acoplamientos t. Recuadro: acoplamiento Kondo como una función de δ para
t = 0,2D. Las ﬂechas indican el valor de δ = δ? ' 0,44U donde JK es cero. b) Conductancia
para t = 0,04D a diferentes temperaturas. kBT toma los valores desde 10
−13D a 10−4D en pasos
de 1 en el exponente. Recuadro: N como función de δ para t = 0,04D (línea sólida) y t = 0,2D
(línea entrecortada). En a) y b) graﬁcamos la conductancia esperada a temperatura cero para un
líquido de Fermi singular G0 sin
2(piN/2− pi/2) (línea gruesa roja) y un líquido de Fermi regular
G0 sin
2(piN/2) (línea delgada negra).
todo el rango de valores de t que se estudiaron, la conductancia a baja temperatura se
comporta de forma singular como
G(T → 0) ' G(T = 0) + bG
ln2(T/T0)
(4.1)
donde kBT0 es mucho más grande que D en el régimen de Kondo ferromagnético, y
mucho más pequeño que D en el régimen de Kondo subapantallado (ver la ﬁgura 3.29
del capítulo anterior). Para los parámetros de la ﬁgura 4.1, G(T = 0) = 0, mientras que
si se supone que el estado base es un líquido de Fermi, esperariamos que G(T = 0) = G0
ya que la ocupación promedio por espín es Nσ = 3/2 (ver ecuación 2.11 del capítulo
2). Para sistemas con más PCs acoplados lateralmente obtenemos un comportamiento
cualitativamente similar (ver sección 3.4.2).
En la ﬁgura 4.2 graﬁcamos la conductancia como una función de la ocupación total
N , en el arreglo de PCs, la cual se cambia al desfasar la energía de uno de los PCs
laterales por δ (ε0 = ε1 = −U/2 y ε2 = −U/2 + δ). Para N = 3 el sistema está en el
régimen de líquido de Fermi singular y así la conductancia va a cero. Cuando reducimos
N , la conductancia sigue el comportamiento que se esperaría para un líquido de Fermi
4.3 Propiedades de transporte 63
con una carga efectiva por espín en el arreglo de PCs reducida por 1/2:
G(T → 0) = G0
∑
σ
sin2[(Nσ − 1/2)pi]. (4.2)
Esto lo podemos entender, debido al desacoplamiento a bajas energías de un espín 1/2
con el reservorio, la carga efectiva en el arreglo de los PCs se reduce. Para valores de
t tales que en δ = 0 (N = 3) el sistema está en el régimen de Kondo ferromagnético,
la conductancia a temperatura cero presenta una discontinuidad como función de N .
Calculamos numericamente el acoplamiento Kondo entre el espín del arreglo de PCs
y el reservorio, y notamos que hay un cambio de signo de JK en el valor de δ [ver
recuadro de la ﬁgura 4.2a)], cerca donde se observa el salto en la conductancia. El
recuadro de la ﬁgura 4.2a) muestra que el cambio en el signo de JK para t = 0,2D
toma lugar en δ = δ? ' 0,44U el cual corresponde a una ocupación total de N = 2,942
[ver recuadro de la ﬁgura 4.2b)] marcada por la ﬂecha en la ﬁgura 4.2a). Como JK
decrece en valor absoluto, la temperatura de Kondo va a cero con un comportamiento
singular esencial y se obtiene una transición Kosterlitz-Thouless para JK = 0 donde
el sistema cambia de comportarse como un líquido de Fermi singular a un líquido
de Fermi regular. Esto cambia el comportamiento de la conductancia a temperatura
cero el cual lo podemos describir por medio de la ecuación 2.11 para JK > 0 y por
la ecuación 4.2 para JK < 0. Cerca a la transición, la temperatura necesita ser muy
baja (más baja que T0) para que la conductancia logre su valor de temperatura cero.
A temperatura ﬁnita, la discontinuidad en G(N ) se redondea como podemos ver en
la ﬁgura 4.2b), aunque hay una fuerte dependencia en el voltaje de la conductancia
cerca a la transición. Para valores más bajos de t que analizamos, el sistema está en el
régimen de Kondo subapantallado, la transición ocurre en N ' 2,5 y no observamos
un salto en la conductancia.
4.3.2. Poder termoeléctrico
En la ﬁgura 4.3 graﬁcamos un mapa de la intensidad del coeﬁciente Seebeck de carga
Sc como una función de la temperatura y el desfasaje de energía δ para un sistema que
en δ = 0 está en el régimen de Kondo ferromagnético (t = 0,2D). En la situación
de simetría electrón-hueco (δ = 0), los electrones y huecos contribuyen lo mismo a el
efecto Seebeck pero con signos opuestos conduciendo a un coeﬁciente Seebeck nulo en
todo el rango de temperaturas. Para δ 6= 0, se rompe la simetría electrón-hueco el cual
conduce a un coeﬁciente Seebeck de carga ﬁnito y que tiene un pico como función de
la temperatura en T ∼ 0,1∆. Para δ ∼ U/2 donde la ocupación del arreglo de PCs
cambia entre ∼ 3 y ∼ 2, hay un cambio en el signo de Sc y se evidencia un rasgo
agudo en Sc incluso a las más bajas temperaturas que pudimos estudiar. Para valores
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Figura 4.3: Coeﬁciente Seebeck de carga Sc en el régimen de Kondo ferromagnético (t = 0,2D)
para B = 0. Hay un cambio de signo de Sc cerca de δ ∼ U/2 donde la ocupación total del arreglo
de PCs cambia entre ∼ 3 y ∼ 2. Los otros parámetros son como en la ﬁgura 4.1.
negativos de δ, se invierte el signo de Sc como Sc(−δ) = −Sc(δ) debido a la simetría
electrón-hueco.
Una expansión de Sommerfeld a bajas temperaturas para la ecuación 1.12 conduce
a











y así, para un líquido de Fermi, esperamos que haya una disminución lineal en T del
coeﬁciente Seebeck cuando T → 0. El comportamiento de la densidad espectral en el
régimen de liquido de Fermi singular, ya la estudiamos en el capítulo anterior, la cual va
como la ecuación 3.29, y la ecuación 4.3 no se puede aplicar a este sistema. El coeﬁciente
Seebeck de carga tiende a cero a bajas temperaturas pero más lento que lineal en T
debido a las correcciones logarítmicas. Esto lo observamos en la ﬁgura 4.4, donde la
conductancia y el número de Lorenz también presentan una dependencia logarítmica
con la temperatura a bajas temperaturas. Un campo magnético externo conduce al
sistema desde un régimen de líquido de Fermi singular a uno regular permitiendo que
la ecuación 4.3 se pueda aplicar, y así Sc tenga un comportamiento lineal con T .
4.4. Coeﬁciente Seebeck de espín y corriente de pola-
rización de espín
En la ausencia de un campo magnético externo el sistema preserva la simetría de
espín, S↑ ≡ S↓, y el coeﬁciente Seebeck de espín Ss es cero (ver ecuación 1.14). En la
situación cuando el sistema tiene simetría electrón-hueco (δ = 0), A↑(ω) = A↓(−ω) [ver
la ﬁgura 4.5a)] y S↑ = −S↓ los cuales conduce a un Ss ﬁnito bajo la aplicación de un
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) gµBB = 0
gµBB = 10
−5D
Figura 4.4: Paneles de arriba a bajo: Conductancia, coeﬁciente Seebeck de carga, y núme-
ro de Lorenz, como una función de la temperatura para un sistema en el régimen de Kondo



















































a) B = 0
σ =↑
σ =↓
Figura 4.5: Densidad espectral del PC central a bajas energías para kBT = 0,3µBB = 3 ×
10−6D en el régimen de Kondo ferromagnético (t = 0,2D) y δ = 0. Para B = 0 la densidad
espectral tiene simetría electrón-hueco y presenta un comportamiento singular a bajas energías.
b) lo mismo como en a) pero para δ = 0,23U y kBT = 10
−6D. Recuadro: Densidad espectral
en un amplio rango de energías que incluye los picos de Hubbard en ω ∼ ±U/2 y presenta la
polarización de espín bajo la aplicación de un campo magnético.
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Figura 4.6: a) Coeﬁciente Seebeck de espín en el régimen de Kondo ferromagnético (t = 0,2D)
y gµBB = 10
−5D. Hay dos picos asociados con un máximo de S↑ en δ = 0,23U y un mínimo de
S↓ en δ ∼ U/2. b) Corriente de polarización a temperatura cero Ip como una función de δ. Hay
un rango amplio de valores de δ alrededor de δ ∼ 0,23U donde la corriente es ∼ 100 % polarizada.
campo magnético ﬁnito B. En la ﬁgura 4.6a) graﬁcamos el coeﬁciente Seebeck de espín
como una función de la temperatura y el desfasaje de energía δ. Para δ < δ? el sistema
está en el régimen de líquido de Fermi singular y el espín se puede polarizar fácilmente
a bajas temperaturas por la aplicación de un campo magnético. Esto conduce a una
fuerte asimetría electrón-hueco para Aσ(ω) y a un gran Ss ∼ kB/|e| para kBT ∼ gµBB.
Para kBT  gµBB, la teoría de líquido de Fermi se puede aplicar y Ss es proporcional
a la temperatura como se expresa en la ecuación 4.3.
Para ambos δ ∼ 0,23U y δ ∼ U/2, Ss presenta un gran pico y un rasgo agudo con
un cambio de signo a bajas temperaturas. Estas características están asociadas con la
anulación de G↑ y G↓, respectivamente, lo cual conduce a una corriente de polarización
de espín de ∼ 100 %. Esto lo podemos observar en la ﬁgura 4.6b) el cual graﬁcamos el
factor de corriente de polarización IP =
G↑−G↓
G↑+G↓
como una función de δ. |IP | obtiene sus
valores máximos donde el coeﬁciente Seebeck de espín es máximo. Para kBT  gµBB
el sistema se encuentra en el régimen de líquido de Fermi y así es válida la ecuación 2.11
para la conductancia. La ocupación total y la magnetización cambian cuando se varía
la energía de desfasaje δ y el campo magnético, y tenemos que N = N↑+N↓ = 3−∆N
y M = N↑ − N↓ = 1 − ∆M , donde 0 ≤ ∆N ≤ 1 para todo δ ≥ 0, y ∆M ≥ 0 para
0 ≤ δ ≤ δ? y ∆M < 0 para δ > δ?. De la ocupación total y la magnetización deducimos


























Figura 4.7: Coeﬁciente Seebeck de espín como función de la temperatura y el campo magnético
en δ = 0 para a) t = 0,02D y b) t = 0,2D. El campo magnético varía desde 10−11D a 10−6D en
pasos de 1 en el exponente.
que la ocupación por espín es
N↑ = 2 + (∆M −∆N )/2, (4.4)
N↓ = 1− (∆M + ∆N )/2. (4.5)
Para δ = 0,23U , ∆M = ∆N y N↑ es un número entero que resulta en G↑ = 0 (ver la
ecuación 2.11), mientras que para δ ∼ U/2, ∆M = −∆N , N↓ es un número entero y
G↓ = 0. La anulación de la conductancia para una de las proyecciones de espín a bajas
temperaturas, está asociada con la anulación de la densidad espectral en el nivel de
Fermi (ver la ﬁgura 4.5). Esto se puede ver al hacer una expansión de Sommerfeld a
bajas temperaturas de la ecuación 1.9 para la conductancia Gσ = e2∆/2h¯×Aσ(F = 0).
Cabe mencionar que según la ecuación 4.3, Sσ es grande cuando Aσ(0) es pequeño, lo
que explicaría los picos de Ss en la ﬁgura 4.6, y el cambio de signo de Ss a bajas
temperaturas en δ = 0,23U y en δ ∼ U/2 están asociados a un cambio de signo de las
derivadas ∂A↑(ω, T )/∂ω y ∂A↓(ω, T )/∂ω respectivamente.
En la ﬁgura 4.7 graﬁcamos el coeﬁciente Seebeck de espín como una función de la
temperatura escaleado por el campo magnético aplicado para una situación en que se
tiene simetría electrón-hueco (δ = 0). Encontramos un gran pico en Ss para kBT ∼
gµBB que pierde fuerza cuando el campo magnético incrementa en el régimen de Kondo
subapantallado [ver la ﬁgura 4.7a)], y mantiene su magnitud para el régimen de Kondo
ferromagnético [ver la ﬁgura 4.7b)]. Esto es debido al hecho de que en el régimen
de Kondo subapantallado la escala de energía kBT0, que determina el comienzo del
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comportamiento singular, es mucho más pequeño que el ancho de banda (ver capítulo
anterior) y un campo magnético externo puede llevar al sistema fuera del régimen
de Kondo ferromagnético. Sin embargo, en el régimen de Kondo ferromagnético la
escala de energía kBT0 es mucho más grande que el ancho de banda y el comienzo del
comportamiento singular ocurre a escalas de energía más grandes (∼ U).
Capítulo 5
Dinámica de muchos cuerpos en el
decaimiento de un trión y de excitones
de diferentes cargas en un punto
cuántico
5.1. Introducción
La manipulación óptica de PCs semiconductores ha sido un tema de gran interés
gracias a su potencial uso en el control del espín electrónico para procesamiento de
información cuántica [119121] y espintrónica [122124]. También han sido propues-
tos diferentes medios ópticos de manipulación [124] y detección [123] del espín. La
investigación en esta área se centraliza esencialmente en las transiciones ópticas que
involucran excitones o triones. Estos estados son respectivamente uno y dos electrones
en la banda de conducción del PC y un hueco en la banda de valencia (ver sección 1.6),
y pueden ser ajustados por medio de un voltaje de compuerta Vg [4, 119121, 125128].
Un aspecto ubicuo de la fotoluminiscencia por el decaimiento de estas excitaciones
de varias cargas [4, 127130] o por la absorción de la luz creándolas [130132], es la
manifestación de la hibridación de los orbitales del PC con un continuo de estados
extendidos. Como ya vimos antes, podemos describir el sistema por medio del modelo
de impureza de Anderson, y en el límite donde hay un número impar de electrones en el
PC y una hibridación pequeña, este modelo se reduce al modelo de Kondo (ver sección
1.3), donde el espín localizado tiene una interacción de intercambio con los espines de
los electrones en el mar de Fermi, el cual conlleva a un estado base singlete de muchos
cuerpos.
El espectro de fotoluminiscencia que resulta del decaimiento de un trión (X−)
[4, 128] y el excitón neutro (X0) [4] ha sido medido como una función de Vg. La línea
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(para un Vg dado) de fotoluminiscencia del X− es una consecuencia de una transición
óptica a un estado con sólo un electrón promedio en el PC. Como una consecuencia
de la hibridación del PC con el mar de Fermi, la fotoluminiscencia se ensancha cerca a
los límites de estabilidad del trión, esto es asimétrico y hay un corrimiento no monó-
tono al azul. Para el decaimiento del X0, se presentan efectos similares y no triviales
de las correlaciones y la hibridación en el estado inicial [4]. Usando aproximaciones
variacionales [133] y de una partícula [128], se pudieron explicar cualitativamente las
características principales observadas para el decaimiento del trión, y otros esquemas
aproximados fueron usados tanto para el decaimiento del X− como para la del X0 [4],
pero aún falta un cálculo totalmente ﬁable. En contraste, la creación del X0 [131] y el
X− [132] por absorción óptica fueron calculados usando NRG, y en el caso del X− se
encontró un acuerdo notable con los experimentos.
Debido a que estas transiciones ocurren repentinamente, están relacionadas a otro
campo de gran interés en los años recientes, como lo es la dinámica de sistemas al-
tamente correlacionados (en particular del efecto Kondo) después de un enfriamiento
cuántico [131, 132, 134138]. Adicionalmente, el espectro debería presentar, a bajas
temperaturas, un comportamiento de ley de potencias en el umbral de la fotoluminis-
cencia característico de las singularidades de borde de rayos X [130132, 139]. Esto es
debido a la catástrofe de ortogonalidad de Anderson [32], la cual es otra piedra angular
de la física de muchos cuerpos, y requiere técnicas soﬁsticadas para su tratamiento.
En este capítulo, calculamos la fotoluminiscencia en todo el rango de voltajes de
compuerta entre la región de estabilidad del X− y del X0, usando NRG dentro de
la aproximación de matriz densidad completa. Estos resultados proveen una explica-
ción de recientes experimentos de Kleemans et al [4], y presenta un comportamiento
diferente del espectro de fotoluminiscencia bajo un campo magnético aplicado. Antes
de adentrarnos a los resultados, en la próxima subsección describiremos el montaje y
resultados experimentales.
Todos los resultados numéricos los publicamos en [140].
5.1.1. Montaje y resultados experimentales
El montaje experimental de Kleemans et al [4] se muestra en la ﬁgura 5.1, y consiste
de una estructura crecida epitaxialmente por haces moleculares, y tiene 15nm de espesor
de un contacto inferior n-dopado que actúa como el gas de Fermi, el cual está separado
de los PCs con una capa túnel de 16nm de GaAs. Sobre está capa túnel se crece InAs
que debido a la tensión superﬁcial, forman islas y así los correspondientes PCs, cuyas
energías de emisión están entre los 1.3 y 1.38eV. Los PCs son cubiertos por una capa
de GaAs de 15nm, y encima de ésta se crece una super-red de AlAs/GaAs de 84nm, la
cual actúa como una capa que bloquea el intercambio de electrones entre los PCs y el
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Figura 5.1: Esquema del montaje experimental para los resultados de Kleemans et al [4].
Figura sacada de [5]. Para detalles de la composición de las múltiples capas ver el texto. Un
voltaje de compuerta V ag hace que el nivel de la banda de conducción del PC este vacío, mientras
que uno V bg ponga este nivel ocupado con un solo electrón.
contacto superior, donde este último se creció con una capa de NiCr y donde se aplica el
voltaje de compuerta Vg. Desde la parte superior de la muestra, se le inyecta radiación
láser, y haciendo uso de un arreglo confocal, ellos midieron la fotoluminiscencia de los
PCs individuales como función del voltaje de compuerta a una temperatura de 4.2K.
La excitación láser fue provista por un diodo láser que emite a una longitud de onda de
635nm, y la fotoluminiscencia fue analizada con un sistema de detector espectrómetro
con una resolución de 60µeV.
En la ﬁgura 5.2 se muestra parte del espectro de fotoluminiscencia para un PC típico
obtenida por Kleemans et al. Para voltajes negativos, ellos observan tres mesetas que
corresponden a un excitón y a dos multi-excitones neutros (X0, 2X0 y 3X0), la cola
larga que se junta con la meseta del excitón X0 y que corresponde a la excitación de
Mahan X0M (recombinación de un hueco de la banda de valencia del PC con un electrón
del mar de Fermi), la meseta del trión X−, y la excitación X0f . Esta ﬁgura muestra
un ensanchamiento en los extremos de las mesetas del excitón X0 y del trión, y un
corrimiento al azul para el excitón y al rojo para el trión. En lo que sigue propondremos
un modelo que logre explicar de forma cualitativa y en algunos casos cuantitativamente
el espectro de la ﬁgura 5.2 (a excepción del excitón cargado positivamente X+ y el tri-
excitón 3X0).
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Figura 5.2: Medida experimental del espectro de fotoluminiscencia de un PC como función
del voltaje de compuerta Vg, donde se muestra las diferentes excitaciones del sistema (ver texto).
Figura sacada de Kleemans et al [4].
5.2. Modelo







wi|〈f |HLM |i〉|2δ(h¯ω + Ef − Ei), (5.1)
donde ω es la frecuencia de fotoluminiscencia, |i〉 es el estado inicial (por ejemplo
X− o X0), |f〉 son los posibles estados ﬁnales, Ej es la energía del estado |j〉, wi =
exp(−kBEi)/Z es el peso de Boltzmann del estado inicial |i〉 y la parte relevante de la





↓p−3/2) + h.c., (5.2)
donde A es proporcional al vector potencial, d†σ crea un electrón de espín σ = ±1/2
en la banda de conducción del PC, y pj aniquila un electrón de valencia con momento
angular de 3/2 y proyección j en la dirección de crecimiento del semiconductor [119].
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El hamiltoniano que gobierna el sistema es











kσckσ + Ehnh + Uhhnh3/2nh−3/2
−Uehndnh + U ′eend↑nd↓nh. (5.3)
Aquí h†j ≡ pj crea un hueco pesado en el PC, nd = nd↑ + nd↓. Excepto para los
últimos cuatro términos que tienen operadores de huecos, el hamiltoniano corresponde
al del modelo de Anderson. Los dos primeros términos describen la energía del nivel y
la repulsión de los electrones en el PC, el tercer término es la hibridación del mar de
Fermi con el PC y el cuarto término describe la banda de conducción de los electrones
del mar de Fermi. El quinto término es la energía del hueco en la banda de valencia
con nh = nh3/2 + nh−3/2 y nhm = h†mhm es la ocupación del hueco con proyección de
espín m = ±3/2, el sexto término es la repulsión entre huecos, el séptimo término
es la atracción entre huecos de la banda de valencia y los electrones de la banda de
conducción del PC, y el último término toma en cuenta el incremento de la repulsión
entre electrones debido a la contracción de la función de onda después de la adición de
los huecos. Este último mejora los resultados numéricos de acuerdo a lo que se ve en
el experimento, para los valores de Vg para el trión y para el biexcitón 2X0. Contrario
a aproximaciones previas, aquí consideramos la hibridación tanto para el estado inicial
como para el ﬁnal. La energías de sitio de los electrones del PC y el hueco cambian con
el voltaje de compuerta como Ee = E0e − eVg/λ y Eh = E0h + eVg/λ, respectivamente,
donde λ es un parámetro que depende de la capacitancia entre el PC y el electrodo de
compuerta. Para guiarse esquemáticamente como el voltaje de compuerta conduce al
sistema a diferentes regímenes de excitación, ver la ﬁgura 1.4 del capítulo 1.
Los parámetros se pueden determinar experimentalmente [4, 128]. Por ejemplo,
despreciando la hibridación Vk, la amplitud del rango de voltaje en la cual el espectro
de fotoluminiscencia está dominada por el decaimiento del trión X− es V 1ee = λUee/e
[ver la ﬁgura 5.3a) que calculamos con el modelo molecular explicado más abajo]. De
los datos de la referencia [4] tomamos λ = 8, E0e = −25 meV, E0h = 1398,5 meV,
Uee = 13,93 meV, U ′ee = 3,52 meV y Ueh = 20,97 meV. Suponemos que la hibridación
∆ = pi
∑
k |Vk|2δ(F − k) = 1meV es independiente de la energía y que el ancho de
banda es 2D = 100∆ simétrica alrededor de la energía de Fermi F .
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Figura 5.3: a) Niveles de energía más relevantes del modelo molecular y las posibles transiciones
de fotoluminiscencia (indicadas con ﬂechas). |Ψg〉i y |Ψg〉f son los estados base inicial y ﬁnal ,
respectivamente. |Ψe〉f es un estado ﬁnal excitado. Aquí V 0ee = λ(Uee + U ′ee)/e, V 1ee = λUee/e y
∆V = λ(Ueh−Uee−U ′ee)/e. b) Energía de todas las posibles transiciones con un ensanchamiento
gaussiano artiﬁcial. El elemento de matriz de la hibridación entre el nivel del PC y el nivel efectivo
del mar de Fermi es V = 1 meV. Los parámetros son T = 1,75K, E0e = −25 meV, E0h = 1398,5
meV, Uhh = Ueh = Uee + 2U
′
ee = 20,97 meV, U
′
ee = 3,52 meV y λ = 8.
5.3. Resultados
5.3.1. Modelo molecular
La evolución del pico de máxima fotoluminiscencia con el voltaje de compuerta lo
podemos entender cualitativamente usando un modelo molecular en el cual el ancho de
banda es reducido a cero (D → 0). Así, se necesita considerar solamente un electrón
en el mar de Fermi con energía igual a la energía de Fermi F 1. Los estados más
relevantes de este modelo los graﬁcamos en la ﬁgura 5.3a). El estado base inicial, antes
de la emisión de luz, depende del voltaje Vg y está compuesto principalmente de sólo un
hueco (X+) en la banda de valencia del PC, o un excitón X0, o un trión X−, que están
conectados en regiones con una mezcla entre estados X+ y X0, o X0 y X− debido a la
hibridación entre el PC y el mar de Fermi. Los estados ﬁnales después de la emisión de
1Este modelo molecular es similar al modelo de ancho de banda cero en la información suplementaria
de la Ref. [4], sólo que incluimos todas las conﬁguraciones de carga.
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luz no tienen huecos en la banda de valencia y, de forma similar al estado inicial, están
compuestos por los estados de cero electrones (|0〉), un electrón (|e〉) o dos electrones
(|2e〉) en la banda de conducción del PC. Las ﬂechas en la ﬁgura 5.3a) corresponden a
las principales transiciones en cada régimen de voltaje. X−f corresponde a la transición
indicada por la ﬂecha con línea entrecortada, desde el trión a un estado excitado con
una ocupación en el PC entre cero y uno. Las mesetas observadas las podemos entender
en el límite de V → 0. La recombinación del excitón X0 → |0〉 tiene una energía de
emisión de h¯ω = E0e +E
0
h−Ueh en el intervalo E0e−Ueh ≤ eVg/λ ≤ E0e−Ueh+Uee+U ′ee,
el cual deﬁne la meseta para Vg chico. La meseta para Vg grande, con una energía de
h¯ω = E0e + E
0
h − 2Ueh + Uee, se deriva de la recombinación del trión X− → |e〉, en el
rango E0e ≤ eVg/λ ≤ E0e + Uee, dejando solamente un estado ocupado en la banda de
conducción del PC. El modelo molecular da cuenta de unas pocas transiciones, siendo
el sistema real un sistema que comprende muchos cuerpos y por lo tanto aparece física
de Kondo y la catástrofe de ortogonalidad de Anderson. No obstante, para darnos una
idea, hemos ensanchado todas las posibles transiciones resultantes del modelo molecular
con una función gaussiana de ancho artiﬁcial ∼ T como podemos ver en la ﬁgura 5.3b).
5.3.2. Cálculos NRG-FDM sin campo magnético


























Figura 5.4: Espectro de fotoluminiscencia como una función del voltaje de compuerta Vg. La
intensidad está normalizada por dos veces la intensidad máxima en Vg = −0,35V . ∆ = 1 meV, y
los otros parámetros son los mismos de la ﬁgura 5.3.
Aquí usamos NRG dentro de la aproximación de matriz densidad completa, y los
resultados los comparamos con los experimentos de Kleemans [4]. El código lo corrimos
dos veces, uno con la presencia de uno o dos huecos en la banda de valencia del PC
(estado inicial), y otro con un hueco menos (estado ﬁnal). Calculamos la matriz densi-
dad para los estados iniciales y los elementos de matriz que entran en la ecuación (5.2)
[132, 139]. En la ﬁgura 5.4 graﬁcamos los resultados del espectro de fotoluminiscencia
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como una función del voltaje de compuerta Vg. Hay dos mesetas de alta intensidad que
corresponden al decaimiento del excitón neutral X0 (Vg bajo) y del trión X− (Vg alto).
Cerca del cruce entre ellos, las mesetas se curvan y la meseta de X− se mezcla con
otra línea de transición de más baja frecuencia e intensidad, la cual corresponde a la
excitación X−f . Nuestros resultados van muy acorde con los experimentos de Kleemans
























Figura 5.5: a) Línea sólida verde: ganancia de energía debido a la hibridación ∆i del estado
inicial antes de la fotoemisión. Línea entrecortada azul: ganancia de energía ∆f para el estado
ﬁnal después de la fotoemisión. b) Cambio en la ganancia de energía del fotón emitido ∆i −∆f
debido a la hibridación.
Debido a la hibridación, tanto la energía del estado inicial y ﬁnal decrecen en una
cantidad de ∼ ∆. Esta energía ganada, calculada con NRG-FDM, la graﬁcamos en la
ﬁgura 5.5 para los parámetros del experimento [4]. Como era de esperarse, la energía
ganada es más grande cerca a las regiones de valencia intermedia [ver ﬁgura 5.5a)]. Por
ejemplo, hay un mínimo en la energía del estado ﬁnal en Vg = λE0e/e = −0,2V para el
cual, la ocupación nd de este estado está entre cero y uno. Este estado también tiene
otro mínimo en Vg = λ(E0e + Uee)/e = −0,088V donde nd ≈ 1,5. También podemos
notar que incluso en el régimen de Kondo Vg ≈ −0,144V para el cual nd ≈ 1, la
ganancia de energía es del orden de ∆ en contraste a lo esperado en aproximaciones
simpliﬁcadas [4, 133]. El desfase en la frecuencia de fotoluminiscencia está dado por
la diferencia entre la fase correspondiente para los estados ﬁnal e inicial [ver ﬁgura
5.5b)]. Para Vg ≥ λE0e/e (región del decaimiento del trión), el efecto de la hibridación
es un corrimiento hacia el azul, el cual es más pronunciado en el régimen de valencia
intermedia de los estados ﬁnales. De forma similar, en la región del decaimiento del
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excitón, el efecto de la hibridación es un corrimiento hacia el rojo, más grande cerca a los
límites de estabilidad delX0 ya sea contraX+ oX−. Estos corrimientos explican rasgos
característicos de la frecuencia de fotoluminiscencia como una función del voltaje de
compuerta observados en los experimentos y reproducidos en la ﬁgura 5.4; en particular
la curvatura hacia abajo en la región del excitón, y la curvatura hacia arriba en la región
del trión. Podemos hacer un razonamiento similar para el decaimiento del biexcitón
2X0, el cual conduce al mismo comportamiento cualitativo al decaimiento del trión, y

















Figura 5.6: Resultados NRG de la intensidad de la fotoluminiscencia para la forma de línea
cerca del comienzo de la meseta de X0 (línea sólida verde) y en el centro de la meseta de X0
(línea sólida naranja). Los círculos rellenos de color naranja y abiertos de color verde son los
resultados digitalizados de Kleemans [4] para la forma de línea cerca al comienzo y en el centro
de la meseta de X0, respectivamente. Las intensidades fueron divididas por dos veces el máximo
de intensidad I0 = I(1351,6 meV) para Vg = −0,35V .
En la ﬁgura 5.6 graﬁcamos dos formas de línea que corresponde a Vg = −0,35V
y −0,3V , y los respectivos resultados experimentales digitalizados de Kleemans. Hay
una muy buena similitud entre ellas. La cola larga a bajas energías, da evidencia de las
excitaciones producidas por el cambio repentino de la dinámica del sistema asociado con
la catástrofe de ortogonalidad de Anderson. Para discutir este punto en más detalle,
en la ﬁgura 5.7 graﬁcamos la intensidad de fotoluminiscencia en escala logarítmica
para temperaturas mucho más bajas que la de Kondo TK y tres valores del voltaje de
compuerta: Vg = −0,144V que corresponde al régimen de Kondo para el estado ﬁnal
en el decaimiento del trión, Vg = −0,214V en la región donde la frecuencia cambia
fuertemente con el voltaje de compuerta, para la cual tanto el estado inicial como el
ﬁnal están en el régimen de valencia intermedia, y el último es en Vg = −0,3 que
corresponde al régimen de Kondo para el estado inicial en el decaimiento del excitón.
En el primer caso, cuando se disminuye la frecuencia, recobramos el mismo régimen
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estudiado teóricamente para la absorción de la luz creando un excitón neutral [131]. A
altas frecuencias, la física está dominada por el punto ﬁjo de orbital libre del NRG, con
una dependencia de I(ω′) ∼ ω′2. Al disminuir la frecuencia, la forma funcional de la
intensidad corresponde al punto ﬁjo de momento local hasta que se logra la frecuencia
de Kondo kBTK/h¯. Para h¯ω′ < kBTK , la física entra en el régimen de acoplamiento
fuerte, y la dependencia en la intensidad es una ley de potencia ω′−ησ característica de






∆n′σ′(σ) = (δσσ′ −∆nσ′)2 (5.5)
donde ∆nσ′ es el cambio en la ocupación local de los electrones con proyección de espín
σ′, entre las conﬁguraciones ﬁnal e inicial, y ∆n′σ′(σ) es la carga desplazada de electrones
con espín σ′ que ﬂuye desde el sitio de dispersión al inﬁnito cuando p†σ3dσ|i〉 cambia a
|f〉. Cuando no hay campo magnético ∆n↑ = ∆n↓. Este comportamiento divergente a
bajas frecuencias termina en una frecuencia kBT/h¯ determinada por la temperatura.
Para Vg = −0,214V , el comportamiento es similar, excepto por la ausencia del régimen
del momento local y diferente exponente ησ. Para Vg = −0,3V (decaimiento del X0),
dentro de las excitaciones ﬁnales en la que el sistema puede llegar, no se encuentra el
régimen de momento local, y la intensidad de la fotoluminiscencia es cuatro veces más
pequeño en ω ∼ kBTK/h¯ que para el decaimiento del trión. Como resultado de esto, se
tiene una curvatura más suave, similar a la línea de absorción que lleva a la formación
de un trión en la referencia [132].
De las ocupaciones de los diferentes estados, y usando la ecuación 5.4 obtenemos que
ησ = 0,4987 para Vg = −0,144V , ησ = 0,3571 para Vg = −0,214V , y ησ = 0,4983 para
Vg = −0,3. Las curvas ω′−ησ también las graﬁcamos en la ﬁgura 5.7 con la intensidad
como el único parámetro de ajuste.
5.3.3. Cálculos NRG-FDM con campo magnético
Finalmente, analizamos el comportamiento del espectro de fotoluminiscencia bajo
un campo magnético aplicado, el cual produce un desdoblamiento de los niveles del PC2.
Como se puede ver de nuestros resultados en la ﬁgura 5.8, el campo magnético produce
un desdoblamiento de las mesetas de fotoluminiscencia en dos picos de diferente ancho.
El ancho asimétrico de los picos de fotoluminiscencia se debe a la dependencia que
tiene el exponente de la ley de potencias con el campo magnético (ver la ﬁgura 5.9)
[131], mientras que el desdoblamiento es causado por los factores giromagnéticos para
2De la referencia [132] tomamos los factores giromagnéticos del hueco y el electrón como gh = 1,1





























Figura 5.7: Intensidad de la fotoluminiscencia como una función de la frecuencia ω′ = ω∗e −ω,
donde ω∗e es la frecuencia donde la Intensidad diverge, en una escala logarítmica para dos valores
del voltaje de compuerta. La intensidad está normalizada por I0 = I(kBTK/h¯) calculada para
Vg = −0,144V .
electrones y huecos [132]. Las mesetas que involucran la recombinación de un espín up
electrónico tienen una intensidad exponencialmente suprimida para el decaimiento del
X0↑ y del X
−
↑ a bajas temperaturas debido a la probabilidad reducida de encontrar un
hueco con proyección de espín de alta energía en el estado base inicial. Para entender
mejor esto, el desdoblamiento Zeeman para los electrones en la banda de conducción y
para los huecos es:
Eeσ = Ee − 1
2
σ|ge|µBB, (5.6)




donde σ = 1 para el espín electrónico up, y −1 para el espín down. De estas ecuaciones
vemos que para la recombinación de un electrón con espín up, la energía asociada
al hueco es grande y por lo tanto este estado inicial es suprimido por el factor de
Boltzmann wi de la ecuación 5.1. En el régimen del decaimiento del excitón, la meseta
X0↓ tiene muy poca intensidad con respecto a la meseta X
−
↓ ya que el estado inicial
tiene un electrón con espín down que es de mayor energía que el up (ver ecuación 5.6),
pero es más visible que en el caso del decaimiento del X0↑ ya que |ge| < |gh|. Para el
decaimiento del biexcitón los espines de los electrones y huecos están compensados en
el estado base inicial, y claramente vemos tanto la meseta 2X0↑ como la meseta 2X
0
↓ .
En la ﬁgura 5.9 graﬁcamos la intensidad de fotoluminiscencia en escala logarítmica
para temperaturas mucho más bajas que la de Kondo TK , diferentes valores del campo
magnético externo, y para cada proyección de espín en el régimen del decaimiento
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Figura 5.8: Intensidad de la fotoluminiscencia en presencia de un campo magnético externo
que produce un desdoblamiento Zeeman µBB/2 = 0,57 meV del nivel electrónico del PC y un
desdoblamiento de ∼ 1,05 meV para el nivel del hueco en T = 1,75K. La meseta donde el trión
decae se desdobla en dos mesetas de intensidad similares y de diferentes anchos, mientras que en
la meseta del decaimiento del excitón está dominada por una sola proyección de espín.
del excitón y del trión sin el factor de Boltzmann de los huecos. Aquí podemos ver
que la ley de potencias cambia con el campo magnético. En el régimen de X− (X0)
para la proyección de σ =↑ el exponente η↑ → −1 (→ 1) cuando el campo magnético
aumenta, mientras que para la proyección σ =↓ el exponente η↓ → 1 (→ −1). Cuando
geµBB < kBTK el valor del exponente varia muy poco ya que el sistema está en el
régimen de Kondo (en el estado inicial para el excitón y en el ﬁnal para el trión) y se
necesita un campo del orden de esta temperatura para poder polarizar el espín y así
evidenciar un cambio considerable en el exponente. Este comportamiento del exponente
para geµBB > kBTK lo podemos explicar mediante las ecuaciones 5.4 y 5.5. Cuando
ησ → 1, la catástrofe de ortogonalidad de Anderson está ausente ya que no hay carga
desplazada después de pasar al estado ﬁnal (∆n′↓ = 0 en el decaimiento del trión y
∆n′↑ = 0 en la del excitón) y en consecuencia el espín del nivel electrónico del PC no
necesita reacomodarse. Así, la forma de línea de la intensidad tiende a parecerse a una
función delta de Dirac. Cuando ησ → −1 la catástrofe de ortogonalidad de Anderson
es máxima, y así la carga desplazada para este espín es ∆n′↑ = 1 en el decaimiento del
trión y ∆n′↓ = 1 en la del excitón (ver ecuaciones 5.4 y 5.5), de esta forma, el espín
del electrón del nivel electrónico del PC tiene que hacer un giro a la proyección de
espín contraría para lograr estar en su estado base. Para hacer este giro, debido a la
hibridación, un electrón de espín ↑ del mar de Fermi salta al nivel electrónico de espín
↑ del PC (estado de más baja energía), mientras el espín ↓ del PC (estado superior de
energía) salta al mar de Fermi. La carga en el mar de Fermi se debe reacomodar para
lograr estas transiciones ya que la energía del electrón que salta del mar de Fermi al PC
diﬁere en energía (del orden del desdoblamiento Zeeman) del electrón que recibe del
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PC. Es decir, la carga en el mar de Fermi se reacomoda para poder formar un hueco de
energía Ee↓ a partir del hueco de energía Ee↑. Esto es así ya que los campos magnéticos





























Figura 5.9: Intensidad de la fotoluminiscencia como una función de la frecuencia ω′, deﬁnida
en la ﬁgura 5.7, en una escala logarítmica para diferentes valores del campo magnético. Los
paneles del lado izquierdos están en el régimen del decaimiento del excitón (Vg = −0,3V ) y los
paneles del lado derecho están en el régimen del decaimiento del trión (Vg = −0,144V ). Los otros
parámetros son los mismos como en la ﬁgura 5.7. En esta ﬁgura no está incluida el factor de
Boltzmann debido a los huecos, y en caso de ser incluido, la intensidad de los paneles asociados






Logramos implementar el código de grupo de renormalización numérica de Wilson
incluyendo mejoras como el truco z, implementación de una base completa NRG,
y la extensión de la matriz densidad completa.
Con el código NRG y sus mejoras se pudieron calcular diferentes propiedades
para varios sistemas. Entre las propiedades calculadas están las termodinámicas,
las termoeléctricas, las magnetoeléctricas, de transporte y las dinámicas.
Con ayuda de cálculos analíticos y numéricos se pudo entender el comportamien-
to físico de diferentes arreglos de puntos cuánticos: entre ellos i) el sistema de dos
PCs acoplados lateralmente donde en uno de ellos se tiene en cuenta su carácter
multinivel, y estudiamos su inﬂuencia en las correlaciones de Kondo a baja ener-
gía; ii) PCs en una conﬁguración de estrella donde dependiendo de los parámetros
se puede obtener una física de Kondo ferromagnético o subapantallado. Debido
a su gran sensibilidad de polarizarse un espín casi-libre con un campo magnéti-
co externo, se puede obtener un coeﬁciente Seebeck de espín grande junto con
corrientes de polarización en espín.
Finalmente se logró comprender, mediantes cálculos numéricos con NRG, la física
detrás de parte del espectro experimental de fotoluminiscencia de un PC, para
diferentes regímenes de excitaciones. Aquí se evidencian efectos de electrones alta-
mente correlacionados sobre la fotoluminiscencia, formas de líneas, corrimientos





Analizamos el transporte eléctrico a través de un dispositivo de dos puntos cuán-
ticos acoplados lateralmente. Un PC pequeño (PC central) tiene un solo nivel
relevante y tiene un acoplamiento túnel con dos electrodos, y con otro PC grande
(PC lateral), donde este último no está acoplado directamente a los electrodos.
Consideramos múltiples niveles en el PC lateral e interacciones coulombianas
entre los electrones del DPC.
Suponiendo un estado base de líquido de Fermi, obtenemos una relación exacta
entre la conductancia a temperatura cero y la ocupación electrónica del DPC.
Los términos de interacción adicionales en el hamiltoniano, como el acoplamiento
de las reglas de Hund, pueden conducir a un estado base que no es un líquido de
Fermi.
Exploramos numéricamente la conductancia a través del sistema con los pará-
metros apropiados para describir dos situaciones experimentalmente relevantes:
i) un sistema con espaciamiento grande entre niveles sobre el PC lateral y ii)
un sistema que comprende hasta tres niveles cuasidegenerados en el PC lateral.
En el último caso consideramos que los niveles cuasidegenerados fueron los más
relevantes en el cálculo de las propiedades de transporte eléctrico, como es de
esperarse si el resto de niveles en el PC lateral tienen energías mucho más gran-
des. En el primer caso, el cual describe el régimen de parámetros de la referencia
[3], solamente fue necesario considerar unos pocos niveles en el PC lateral para
obtener una descripción cualitativa en el régimen de acoplamiento débil entre el
PC central y los electrodos.
Analizamos la conductancia a temperatura cero y las correlaciones Kondo. De-
pendiendo de la paridad del número de electrones en el DPC, el sistema puede
presentar un efecto Kondo a dos etapas, un solo efecto Kondo o la ausencia
del mismo. Conﬁrmamos las predicciones de la teoría de líquido de Fermi para
T → 0 y encontramos que la temperatura para la cual se recobra el comporta-
miento de líquido de Fermi puede ser extremadamente pequeña dependiendo de
los parámetros, y en particular del acoplamiento túnel entre los PCs y el voltaje
de compuerta sobre cada PC. Esto conduce a un mapa de conductancia con una
estructura inusual a temperatura ﬁnita, en el régimen de acoplamiento fuerte
entre PCs.
Analizamos la naturaleza multinivel del PC lateral en el régimen de Kondo a
dos etapas donde ocurre dos apantallamientos Kondo sucesivos cuando se baja
la temperatura. La temperatura de Kondo del segundo apantallamiento depen-
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de fuertemente de la separación entre niveles de energía del PC lateral y del
acoplamiento túnel entre PCs.
Consideramos un sistema con niveles cuasidegenerados sobre el PC lateral y cons-
truimos un modelo efectivo para describir el segundo efecto Kondo. Analizamos
el modelo resultante por medio de la aproximación de campo medio de bosones
esclavos, y en concordancia con los resultados numéricos, obtenemos un cruce
desde una temperatura de Kondo grande para niveles degenerados en el PC late-
ral, a una temperatura de Kondo pequeña cuando el espaciamiento entre niveles
en el PC lateral es del orden de la temperatura de Kondo grande.
En el régimen de Kondo a dos etapas, el momento magnético sobre el PC lateral
se acopla a un solo canal electrónico descrito por un líquido de Fermi de cuasipar-
tículas pesadas. Este efecto Kondo multinivel ocurre en la presencia de un solo
canal electrónico en lugar de múltiples canales como generalmente se esperaría
para un solo PC multinivel acoplado a electrodos metálicos.
Nuestros resultados generalizan los de la referencia [3] para el caso multinivel. Sin
embargo, el análisis numérico es restringido a situaciones donde son relevantes
unos pocos niveles electrónicos en el PC lateral.
6.3. Capítulo 3
Analizamos las propiedades de un dispositivo de N + 1 PCs en una conﬁguración
estrella y demostramos que, como una función del acoplamiento túnel entre el PC
central y los electrodos, hay un cambio de régimen entre un Kondo ferromagnético
y un Kondo a dos etapas.
En el régimen de acoplamiento débil entre el PC central y los electrodos, las
propiedades a baja energía son descritas por un hamiltoniano de Kondo ferro-
magnético para una impureza de espín L = (N − 1)/2.
En el régimen de acoplamiento fuerte entre el PC central y los electrodos, toman
lugar dos efectos Kondo sucesivos cuando la temperatura disminuye. El primer
efecto Kondo, es un efecto Kondo regular, y se obtiene por el apantallamiento
del espín 1/2 del PC central por los electrones de los electrodos. El segundo
efecto Kondo es subapantallado, donde un espín S = N/2 en los PCs laterales es
parcialmente apantallado y reducido a un espín S = (N − 1)/2 en el estado base.
En el rango completo de valores del acoplamiento entre el PC central y los elec-
trodos, el estado base del sistema tiene un espín L = (N − 1)/2 y la dinámica y
la termodinámica a baja energía tienen un comportamiento singular.
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Un análisis numérico de sistemas de hasta cinco PCs laterales presenta un com-
portamiento singular en la densidad espectral a baja energía del PC central la
cual determina las propiedades lineales de transporte del dispositivo y es accesi-
ble experimentalmente por medio de medidas espectroscópicas, en el cual uno de
los electrodos está acoplado débilmente al PC central.
Estos dispositivos de PCs permitirían la observación, del hasta ahora difícil de
alcanzar efecto Kondo ferromagnético para un espín L ≥ 1/2 y el efecto Kondo
subapantallado para un espín L ≥ 1.
Los dispositivos con más de cinco PCs laterales pueden ser difíciles de construir,
y así se restringe valores más altos en el espín en modelos de impurezas.
Los modelos descritos también se pueden aplicar a moléculas magnéticas acopla-
das a electrodos o a arreglos de átomos magnéticos sobre superﬁcies metálicas
[141].
6.4. Capítulo 4
En este capítulo estudiamos las propiedades termoeléctricas y magnetoeléctricas
de un dispositivo de tres PCs acoplados en una conﬁguración de estrella como
función de la temperatura, campo magnético y el voltaje de compuerta. El sistema
presenta una gran sensibilidad a campos externos, asociados a transiciones de fase
cuánticas, que se maniﬁestan en las propiedades de transporte. La conductancia
a temperatura cero como una función del voltaje de compuerta presenta una
discontinuidad que maniﬁesta una transición entre un régimen de liquido de Fermi
singular y uno regular. Esta transición de fase cuántica se produce por un cambio
en el signo del acoplamiento Kondo JK entre un momento magnético en el arreglo
de los PCs y los conductores.
Para un acoplamiento antiferromagnético JK > 0 las propiedades a baja tempe-
ratura del sistema se pueden describir con una teoría de líquido de Fermi, y la
conductancia a temperatura cero está dada en términos de la ocupación total del
arreglo de PCs a través de las reglas de suma de Friedel.
Para un acoplamiento ferromagnético JK < 0 el sistema está en un régimen de
líquido de Fermi singular a bajas temperaturas, y satisface una regla de suma de
Friedel modiﬁcada donde la carga total del arreglo de PCs es remplazada por una
carga efectiva reducida. La carga efectiva se puede obtener al sustraer de la carga
total del arreglo de PCs, la carga que está asociada con un momento magnético
sobre el arreglo de PCs que se desacopla asintóticamente de los conductores.
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La conductancia, el poder termoeléctrico, y el número de Lorentz tienen un com-
portamiento logarítmico a bajas temperaturas en el régimen de Kondo ferromag-
nético.
Un campo magnético externo polariza fuertemente el momento magnético asin-
tóticamente libre y dirige al sistema dentro de un régimen de líquido de Fermi
regular, produciendo un corte a baja energía para el comportamiento logarítmico
de las propiedades de transporte. En este régimen, el campo magnético produce
una gran pendiente a baja energía en la densidad espectral del PC central, cuyo
signo depende de la proyección de espín a lo largo del campo magnético externo.
Cerca a la condición de simetría electrón-hueco, la aplicación de un campo magné-
tico produce un elevado coeﬁciente Seebeck de espín (∼ kB/|e|) y a una corriente
pura de espín para kBT ∼ gµBB en un amplio rango de campos magnéticos.
Con la aplicación de un voltaje de compuerta, se puede sintonizar al sistema para
producir corrientes de polarización de espín, debido a la supresión de la corriente
de uno de las proyecciones de espín por efectos de interferencia.
Para un acoplamiento túnel débil entre los PCs, el sistema presenta un efecto
Kondo en dos etapas con un efecto Kondo antiferromagnético para un espín 1/2
seguido por un efecto Kondo subapantallado para un espín 1. En este caso, las
propiedades eléctricas del sistema también presentan un comportamiento singular
pero a muy bajas temperaturas.
Debido a la elevada escala de energía donde se desarrolla el efecto Kondo ferro-
magnético, este régimen es más factible para poder ser observado experimental-
mente que en el caso del régimen del efecto Kondo subapantallado.
Analizamos dispositivos con más de tres PCs (N > 2) y encontramos un com-
portamiento cualitativamente idéntico al caso N = 2 para las propiedades ter-
moeléctricas y magnetoeléctricas. Las principales diferencias están en un máximo
reducido del coeﬁciente Seebeck de espín y una escala de energía más alta kBT0
a medida que el número de PCs laterales N aumenta.
6.5. Capítulo 5
Usando un modelo de impureza cuántica, pudimos explicar resultados experi-
mentales de fotoluminiscencia en un amplio rango de voltajes de compuerta,
incluyendo el régimen de valencia intermedia para cualquiera de los estados ﬁnal
o inicial.
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Un modelo molecular puede explicar cualitativamente la naturaleza de las exci-
taciones del máximo de intensidad en la fotoluminiscencia experimental, además
de ayudarnos a entender los límites de estas excitaciones, y la presencia de una
excitación X−f producto de una decaída desde el trión a un nivel ﬁnal excitado.
Las transiciones en la fotoluminiscencia son una realización experimental de un
enfriamiento cuántico con otra realización de la catástrofe de ortogonalidad de
Anderson, pero en contraste a estudios previos, en nuestro sistema las correla-
ciones electrónicas son importantes tanto en los estados ﬁnales e iniciales en la
emisión del fotón.
Encontramos, por medio de resultados numéricos con NRG-FDM, una marcada
asimetría en los cortes de línea de la fotoluminiscencia para las decaídas del
excitón y del trión encontrándose una cola larga a bajas energías causada por la
catástrofe de ortogonalidad de Anderson.
Se esbozó el comportamiento de la intensidad a varias escalas de energía, y se
evidenció que, para el caso de la decaída del trión, hay tres regímenes similares
a los que se obtuvieron en la referencia [131] donde hay absorción de la luz para
crear un excitón. A altas energías (h¯ω > U) la física está dominada por el punto
ﬁjo de orbital libre y tiene una dependencia cuadrática con la frecuencia, a ener-
gías intermedias (kBTK < h¯ω < U) domina el punto ﬁjo de momento angular
que debido al enfriamiento cuántico tiene una dependencia inversa y logarítmica
con la frecuencia. A bajas energías (h¯ω < kBTK) las correlaciones Kondo en el
estado inicial son importantes, y la intensidad varía bajo una ley de potencias
con la frecuencia, característica de la catástrofe de ortogonalidad de Anderson.
En el régimen de valencia intermedia se tiene el mismo comportamiento como en
la decaía del trión, a excepción de que no hay correlaciones Kondo ni tampoco
momento local; sólo domina el comportamiento de ley de potencias a bajas ener-
gías, cuyo exponente está dominado por la diferencia entre las ocupaciones ﬁnal
e inicial. En la decaída del excitón, el sistema no obtiene estados tipo momento
local donde decaer, cosa que se evidencia en la suave curvatura que tiene cerca a
la temperatura de Kondo en comparación con la decaída del trión.
La absorción y la emisión son cualitativamente diferentes y el régimen del mo-
mento local se puede lograr solamente en el estado ﬁnal (en la absorción de un
excitón o la emisión de un trión).
Los corrimientos de energía en los bordes de las mesetas que se observan en los
experimentos, son causados por la ganancia en energía debido a la hibridación,
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cosa que también se evidencia en los resultados numéricos cuando se aplica un
campo magnético externo.
En presencia de un campo magnético externo, los niveles de energía del PC se
desdoblan dando como resultado una fotoluminiscencia con el doble de mesetas
que en el caso sin campo magnético. Estas mesetas presentan diferente ancho
debido a un cambio en el exponente de la ley de potencias.
Para el caso de la fotoluminiscencia de la decaída del excitón con campo magné-
tico, el pico de la proyección de espín ↑ es de mayor intensidad que el ↓, debido
a que este último es el nivel de más alta energía y tiene un peso de Boltzmann
más chico, tal como se puede ver de la ecuación 5.1.
Cuando la energía del acoplamiento del campo magnético y el espín es más grande
que la energía de Kondo, el exponente de la ley de potencias tiende a la unidad
o a menos la unidad dependiendo si la carga necesita reacomodarse, ya sea en el
estado inicial ( del excitón) o el ﬁnal (del trión).
En el caso cuando el exponente tiende a uno, la forma de línea tiende a parecerse
a una función delta de Dirac, mientras que para un exponente de menos la unidad
se tiene un comportamiento máximo de catástrofe de ortogonalidad de Anderson.

Apéndice A
Reglas de suma de Friedel
En este apéndice, generalizamos las reglas de suma de Friedel para nuestro sistema.
Para ello, nosotros consideremos un solo nivel electrónico en el PC a y un número N
de niveles en el PC b. Por simplicidad, suponemos que el acoplamiento del PC a a los
conductores ∆D, ∆I no dependen de la energía, y ∆ = ∆D + ∆I .
La función de Green local de los dos PCs está dado por:
G−1σ (ω) = G
−1
0σ (ω)−Σσ(ω) (A.1)
donde todos los efectos de las interacciones están incluidas en la autoenergía Σσ(ω).
La función de Green no interactuanteG−10σ (ω) está dada por:
G−10σ (ω) =

ω − a + i∆/2 t1 t2 · · · tN
t1 ω − 1 0 · · · 0
t2 0 ω − 2 ...
...
... . . . 0
tN 0 · · · 0 ω − N

(A.2)
donde a y i son las energías de un solo electrón asociados a los niveles en el PC a y
del PC b, respectivamente, e incluimos las contribuciones de las ecuaciones 2.2 y 2.4.
La carga total por espín en el doble PC está dada en T = 0 por:






que se puede reescribir en la forma































La segunda integral del lado derecho de la ecuación A.4 tiende a cero a medida
que se va aumentando el orden en teoría de perturbaciones en las interacciones locales




[ϕ(−∞)− ϕ(0)] , (A.6)
donde









Como Σ(ω) l´ımω→0 → cte, la parte real de det [G−1(x)] diverge como ωN+1 mientras












−˜d + i∆/2 t˜a1 t˜a2 · · · t˜aN
t˜1a −˜1 t˜12 · · · t˜1N
t˜2a t˜12 −˜2 ...
...
... . . . t˜(N−1)N
t˜Na t˜1N · · · t˜(N−1)N −˜N

(A.9)




Im det [G−1σ (0)]
Re det [G−1σ (0)]
}
+ c (A.10)
Usando la expansión Laplaciana para el determinante y que los coeﬁcientes {t˜ij} y {˜i}




Re det [G−1σ (0)]
}2
. (A.11)
dondeD1 es el determinante de la submatriz de G−1aaσ(0) obtenido al suprimir la primera
ﬁla y la primera columna.









Aaσ(0) = − 1
pi
Im [Gaaσ(0)] . (A.13)
Usando las reglas de Cramer para la inversa y la ecuación A.9 nosotros obtenemos
Gaaσ(0) =
D1
i∆D1/2 + Re det [G−1σ (0)]
(A.14)














Tratamiento con bosones esclavos
B.1. Deducción del Hamiltoniano efectivo para un
sistema con simetría SU(N), y solución de las
ecuaciones de movimiento
Tomemos los términos que dependen de la energía de intercambio J del Hamilto-
niano de la ecuación 2.18 cuya simetría es SU(2). Este hamiltoniano se puede extender
fácilmente a otro con simetría SU(N), por ejemplo el primer término del hamiltoniano
(Sb · s′0) ya se ha expandido en SU(N) ([19, 142]) y el resultado es:








con i = 1, 2. En este caso para que el modelo SU(N) sea igual al de SU(2) cuando
N = 2 se debe adicionar un potencial de dispersión en las cuasipartículas de Fermi, el





iσbjσSbj ·s′0 (i 6= j) del hamiltoniano 2.18 a SU(N), se expande
Sbj · s′0 como en el caso anterior, y sin pérdida de generalidad obtenemos:∑
σ
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Cuando N → ∞, podemos reemplazar el operador Qˆ por su valor medio más las














El primer término es el valor medio de algún α, y ya que todos los α son degenerados, los
valores medios dentro de la sumatoria del primer término son todos iguales. Entonces
la sumatoria en α da simplemente N que se cancela con el denominador. En el segundo
término δiα son ﬂuctuaciones aleatorias, cuya sumatoria da
√
N , y así queda un
√
N en
el denominador que suprime estas ﬂuctuaciones cuando N →∞. De este modo hemos
comprobado que cuando N → ∞ entonces Qˆ → 〈Qˆ〉 y, sin pérdida de generalidad,








Cuando N = 2 no es exacto tomar el valor medio de Qˆ, pero en esta tesis encontramos
resultados cualitativos cuando se toma esta aproximación. Si reemplazamos los térmi-
nos que tienen el acoplamiento de intercambio J del hamiltoniano 2.18 por HN de la
ecuación B.7 cuando N = 2, nos queda el hamiltoniano H˜ de la ecuación 2.21 más una
constante Q2.
En lo que sigue deduciremos las funciones de Green G˜11σ, G˜22σ, G˜01σ y G˜02σ, y
para ello vamos a introducir las ecuaciones de movimiento de una función de Green
retardada. La función de Green retardada para dos operadores fermiónicos A y B se
etiqueta como GAB = 〈〈A;B〉〉, y de la ecuación de movimiento para esta función de
Green en un sistema dominado por el hamiltoniano H es [143]:
ω〈〈A;B〉〉 = 〈{A,B}〉+ 〈〈[A,H];B〉〉 (B.8)
donde 〈{A,B}〉 es el valor medio del anticonmutador de A con B, y [A,H] es el conmu-
tador de A con H. Al aplicar esta ecuación para calcular G˜iiσ = 〈〈biσ; b†iσ〉〉 (i = {1, 2})
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obtenemos:
ωG˜iiσ = 〈{biσ, b†iσ}〉+ 〈〈[biσ, H˜]; b†iσ〉〉
= 1 + (δ2iδ + λ)G˜iiσ + J˜G˜0iσ (B.9)
donde el conmutador [bbiσ, H˜] = (δ2iδ + λ)biσδ2i + J˜f0σ, y δ2i es la función delta de
Kronecker entre i y 2. Ahora la ecuación de movimiento para 〈〈fkσ; b†iσ〉〉 es:





donde i 6= i′, {fkσ, b†iσ} = 0, y [fkσ, H˜] = ′kfkσ + J˜(biσ + bi′σ). Despejando 〈〈fkσ; b†iσ〉〉 y
sumando a ambos lados en k tenemos:
G˜0iσ = −ipiρef J˜(G˜iiσ + G˜i′iσ), (B.11)
donde G˜0iσ = 〈〈f0σ; b†iσ〉〉 con f0σ =
∑
k fkσ, y usamos que
∑
k 1/(w − ′k) ≈ −ipiρef




ω − λ− δi′2δ J˜G˜0iσ. (B.12)
Reemplazando B.12 en B.11 y despejando G˜0iσ
G˜0iσ =
−ipiρef J˜(ω − λ− δi′2δ)
ω − λ− δi′2δ + ipiρef J˜2
G˜iiσ, (B.13)
para ser remplazado en B.9 obtenemos que:
G˜iiσ =
ω − λ− δi′2δ + ipiρef J˜2
(ω − λ)(ω − λ− δ) + ipiρef J˜2[2(ω − λ)− δ]
. (B.14)
Ahora reemplazando G˜iiσ en B.13 tenemos
G˜0iσ =
−ipiρef J˜(ω − λ− δi′2δ)
(ω − λ)(ω − λ− δ) + ipiρef J˜2[2(ω − λ)− δ]
. (B.15)
Ahora las ecuaciones 2.21 y 2.22 a temperatura cero son:


















ω − λ− δi′2δ
(ω − λ)(ω − λ− δ) + ipiρef J˜2[2(ω − λ)− δ]
. (B.17)
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y sabiendo que de la minimización de la energía libre con respecto a λ produce una
ocupación total de 1, tenemos:











La solución numérica autoconsistente de las ecuaciones B.18 y B.19 nos proporciona el
valor de T ?K = piρef J˜
2 y λ para un δ dado. Las integrales anteriores las resolver analíti-
camente, y para ello, nosotros separamos la parte imaginaria o real de las funciones de
Green en cuatro términos cuyo denominador está dado por una raíz del denominador







ω − ωa +
b
ω − ωb +
c
ω − ωc +
d
ω − ωd , (B.20)




. Todas las funciones








δ2 − 8T ?2K − 4T ?K
√









δ2 − 8T ?2K + 4T ?K
√
4T ?2K − δ2
)1/2]
. (B.21)
Los coeﬁcientes a, b, c y d se calculan comparando la parte derecha con la izquierda de












4T ?2K − δ2
, (B.22)







4T ?2K − δ2 ± 2T ?K(
8T ?2K − δ2 ± 4T ?K
√
4T ?2K − δ2
)1/2 , (B.23)
y los otros coeﬁcientes son a′ = −b′ y d′ = −c′. Con todo esto las integrales de las
ecuaciones B.18 y B.19 se pueden calcular fácilmente. Haciendo un poco de álgebra,








 2ω − δ(
8T ?2K − δ2 + 4T ?K
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 2ω − δ(
8T ?2K − δ2 − 4T ?K
√














4T ?2K − δ2
× {ln[(ω − ωa)(ω − ωb)]
+ ln[(ω − ωc)(ω − ωd)]}−λTK−λ. (B.26)
Finalmente la solución numérica de las ecuaciones B.18 y B.19 da que λ = 0 para todo
δ, y un determinado valor de T ?K para un δ dado.
B.2. Ecuaciones de movimiento con integrales de ca-
mino
La función de partición expresada en forma de integrales de camino para algún












= det[∂τ +H] = det[−G−1(τ − τ ′)] (B.27)
donde la función de Green es G(τ − τ ′) = −(∂τ +H)−1, H0 es la forma matricial de un
hamiltoniano no interactuante, y β = 1/T el inverso de la temperatura T . La función










c†(τ)(∂τ +H0)c(τ)− j(τ)†c(τ)− c†(τ)j(τ)
]}





dτdτ ′j†(τ)G[τ − τ ′]j(τ ′)
]
. (B.28)
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donde Aj representa un operador bilineal de electrones (tal como la densidad de espín
de un modelo de espín x-y, o la densidad de pares de electrones), la integral de camino ya
no es gaussiana y por ende no tiene una solución analítica exacta. Las transformaciones
de Hubbard Stratonovich [144] pone campos bosónicos auxiliares Qj en la integral de
camino de tal forma que se puede hacer el siguiente reemplazo −gA†jAj → A†jQj +
Q†jAj+Q
†
jQj/g. Esto es fácil de comprobar usando la ecuación B.28 con ∂τ +H0 → 1/g,
























La constante de proporcionalidad es irrelevante a la hora de calcular la energía libre
F = T ln(Z) ya que ésta actúa como una constante de energía. Ahora si metemos la
































Si el hamiltoniano es como el SU(N) de la ecuación B.3 y deﬁnimos Q como









y de aqui vemos que si N → ∞ el único valor relevante de
Q que contribuye signiﬁcativamente a la integral es el valor medio de Q ya que el
resto está suprimido por la exponencial. Entonces podemos ver que tomar el valor me-
dio de Q es exacto en un modelo SU(N) cuando N → ∞, este es el llamado punto
de silla. En SU(2) si tomamos el hamiltoniano efectivo Hef = H˜ con H˜ como en la









n fiσn exp[iωnτ ], donde ωn = pi(2n+ 1)/β
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J˜ iωn − λ 0









= −ipiρefsig(ωn) (ver página 545 de [144]), y ρef es la
densidad de estados local de las cuasipartículas en el PC a, deﬁnido en la sección 2.6.1.
















y la energía libre es:















Resolviendo la sumatoria en las frecuencias de Matsubara por medio del método de


































En la ecuación anterior se puede elegir un contorno en el eje real debido a la existencia
de un "branch cut"(un rango donde la función es indeﬁnida) en Γ(z) en el intervalo
[−TK , TK ], donde TK es el semiancho de banda de las cuasipartículas de líquido de





































−G˜−1σ (ω − i)
)]}
,(B.38)
donde  es una cantidad inﬁnitesimal positiva. Finalmente la función de partición es:














−G˜−1σ (ω − i)
)]}
, (B.39)
donde el 2 en la integral es por la degeneración de espín. En el límite de temperatura
cero, y al minimizar la energía libre con respecto a J˜ y λ, se reproducen las ecuaciones
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de movimiento B.18 y B.19.
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